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Vorwort

Es war im August 1992 beim Siebenten Internationalen Kongress tiber Mathematikunterricht in Québec, als wir
den Plan fassten, gemeinsam ein Buch ber Mathematik und Sprache zu schreiben. Damals ahnten wir nicht,
worauf wir uns eingelassen hatten. Denn obwohl wir mit der Thematik schon vertraut waren, erwies sie sich
doch im Laufe weiterer Recherchen als beinahe uferlos. Die vorhandene Literatur ist ein wahrer Dschungel und
die fur die Fachdidaktik so typische Situation, dass es Querverbindungen zu zahlreichen anderen Wissenschaften
gibt, stellte eine schwer zu bewaltigende Herausforderung dar. Unsere verschiedenen wissenschaftlichen Erfah-
rungen und Hintergriinde schienen aber doch eine gewisse Gewéhr zu bieten, dass wir das Thema breit anlegen
konnten. Obwohl die Bibliographie nun gegen 300 Titel umfasst, stellt sie dennoch nur einen Ausschnitt der zu
nennenden Literatur dar, und es wird leicht sein, nachzuweisen, dass vieles Wichtige in unserem Buch nicht oder
nur ungenugend bericksichtigt wurde.

Vier groRe Themen haben den Aufbau des Buches bestimmt. Im ersten Kapitel soll vor allem die Besonderheit
der mathematischen Fachsprache auf dem Hintergrund sprachwissenschaftlich orientierter Uberlegungen darge-
stellt werden. Das zweite Kapitel versucht die Rolle der Sprache beim Lehren und Lernen von Mathematik zu
beschreiben. Dabei geht es vor allem um Sprache als Mittel zur Darstellung von Begriffen und Theorien und um
ihre Rolle bei der Lésung von Aufgaben und Problemen. Im dritten Kapitel betrachten wir Sprache als Medium
des Unterrichts, als Mittel zur unterrichtlichen Kommunikation. Im vierten Kapitel gehen wir der Frage nach,
inwieweit Mathematikunterricht zur Férderung sprachlicher Kompetenz beitragen kann und stellen verschiedene
Formen der Sprachférderung vor. Wie schon diese erste Ubersicht zeigt, sind diese Themen notwendigerweise
eng miteinander verschrankt. Die Zuordnung eines Themas zu einem Kapitel kann daher in vielen Féllen kritisch
hinterfragt werden. Auch lieRen sich aus diesem Grunde gewisse Wiederholungen nicht ganz vermeiden.

Wir schulden einigen Kollegen Dank, die das Projekt mit Interesse begleitet, vorlaufige Fassungen gelesen und
uns wertvolle Anregungen zur Uberarbeitung und Verbesserung des Manuskripts gegeben haben. Das sind vor
allem Gerald Wittmann und Dr. Giinter Senftleben aus Regensburg sowie die Mitglieder der Arbeitsgruppe ,,Ma-
thematik und Sprache®, die sich bei einigen Tagungen, die von Mathematikdidaktikern Osterreichs und Ungarns
gemeinsam veranstaltet wurden, getroffen hat. Auf die Klage hin, dass man sich mancherorts im Wald allzu
spezieller Erdrterungen zu verirren drohe und den roten Faden verliere, verwandelten wir einige Abschnitte in
Anhénge, so dass der Haupttext entlastet erscheint und sich der speziell Interessierte doch vertieft informieren
kann. Auch wurde uns signalisiert, dass man einzelnen Abschnitten deutlich ansehe, welcher der beiden Autoren
ihn geschrieben habe. Natirlich haben wir uns in mehreren Durchgdngen um eine gewisse Vereinheitlichung des
Stiles bemuht; aber warum soll nicht erkennbar sein, dass hier zwei Wissenschaftler, einer im bayerischen Re-
gensburg, einer im gsterreichischen Salzburg tétig, ein gemeinsames Werk verfasst haben.

Unser Buch verfolgt zumindest zwei Ziele.

— Lehrer und Lehrerbildner sensibel zu machen, dem Thema Mathematik und Sprache im Unterricht erhdhte
Aufmerksamkeit zu schenken

— Fachdidaktiker und andere Wissenschaftler zu weiteren Forschungen auf diesem Gebiet anzuregen.

Wenn die Lektlre unseres Buches aber zumindest als interessant angesehen wird, sind wir auch schon sehr zu-
frieden. Wir sind fur jede Art von Rickmeldung dankbar.

Zuletzt soll noch angemerkt werden, dass mit den Bezeichnungen Schiiler und Lehrer selbstverstandlich, wenn
nicht ausdriicklich unterschieden, immer Madchen und Buben, Frauen und Manner gemeint sind.

Im Sommer 1998 H. Maier & F. Schweiger



Vorwort zur elektronischen Fassung

Die vorliegende elektronische Fassung unterscheidet sich nur unwesentlich von der gedruckten, die 1999 beim
Verlag 6bv&hpt in der von Hans-Christian Reichel herausgegebenen Reihe Mathematik fiir Schule und Praxis
erschienen ist. Es wurden vor allem Druckfehler beseitigt und der Text an die neue Rechtschreibung angepasst.
Die Anhénge wurden unter einem eigenen Link abgelegt: MuS_Anhang.

Es wurde darauf verzichtet, das Werk mit Blick auf neuere Literatur zu Uberarbeiten. Es ist geplant, Uber die
Verdffentlichungen in der letzten Dekade sowie neuere Ergebnisse zum Thema eine eigene Arbeit zu verfassen.

Im Sommer 2008 H. Maier & F. Schweiger



1. Sprache und Mathematik
1.1 ‘Sprache’ - ‘Sprachen’

Am Beginn von Uberlegungen, in denen die vielfiltigen Beziehungen zwischen Sprache und Mathematik unter-
sucht werden sollen, muss die Frage stehen: Was ist Sprache?

Eine erste Anndherung an eine Antwort ergibt sich durch einen Verweis auf die verschiedenen Bedeutungen des
Wortes Sprache, wie sie in den folgenden Sétzen erkennbar sind:

(1) Die Sprache ermdglichte den kulturellen Aufstieg des Menschen.

(2) Viele Européer meinen, Chinesisch sei eine besonders schwierige Sprache.

(3) Die Sprache von Stadtern und Bauern ist oft sehr verschieden.

(4) Alice beachtete die Regeln der am Hofe der Herzkonigin iblichen Sprache nicht.

(5) PASCAL ist eine nitzliche Sprache.

(6) Zamenhof hat als Mittel der Verstandigung die Sprache Esperanto erfunden.

(7) Die Sprache der Bienen wurde in unserem Jahrhundert entschliisselt.

(8) Durch die Krankheit verlor der Patient seine Sprache.

(9) Die musikalische Sprache Richard Wagners wurde zu seiner Zeit ebenso bewundert wie abgelehnt.

Im Beispiel (1) bedeutet Sprache das dem Menschen eigene Kommunikationssystem Sprache (franzdsisch: lan-
gage) bzw. die daftr notwendige Sprachféhigkeit des Menschen (franzdsisch: faculté de langage). Beispiel (8)
weist allerdings darauf hin, dass einzelne Menschen — z. B. durch Erkrankung oder Unfall — dieser grundsétzlich
bestehende Sprachfahigkeit in verschiedenem AusmaR verlustig gehen kénnen. Im Beispiel (2) wird auf die
verschiedenen Sprachen der Welt (franzdsisch: langues) Bezug genommen, die als spezielle Realisation des
Kommunikationsmittels Sprache angesehen werden kdnnen. Eine Sprache in diesem Sinn ist ein Kode, in wel-
chem Nachrichten dargestellt werden. Dieser Kode ist das Baumaterial flir konkrete Botschaften (franzésisch:
paroles), die gesprochene oder geschriebene Texte sein kdnnen. In ihnen kénnen dann zusétzlich symbolische,
ikonische und bildhafte Elemente auftreten, wie sie flir wissenschaftliche Fachsprachen typisch sind. Ein Mensch
kann mehrere Sprachen (/angues) und Erweiterungen dieser Kodes (wie z. B. die Fachsprache der Mathematik)
in unterschiedlichem Ausmal® beherrschen: "perfekt”, "flieRend", "gebrochen", "durch Aphasie gestort”,.... Die
Erforschung von Sprache (als langage oder als faculté de langage) und der einzelnen Sprachen (langues) beginnt
daher mit der Analyse von gesprochenen und geschriebenen Texten. Dabei fallt auf, dass die Sprachen unterein-
ander verschieden sind. Sie klingen anders, es werden andere Worter verwendet, sie unterscheiden sich in der
Grammatik, aber sie funktionieren doch alle ahnlich. Die Bibel lasst sich in alle Sprachen der Welt (ibersetzen
und in allen Sprachen kdnnen Menschen einander ihre Zuneigung ausdriicken, aber auch Hal3 und Abneigung.
Portugiesische Zeitungen berichten tber Sportereignisse ebenso wie philippinische Zeitungen (etwa in Tagalog).
Der Satz uber die Existenz unendlich vieler Primzahlen kann in Kiswahili oder in Russisch ausgedriickt werden.
Satz (3) verweist auf die Gliederung von Sprachen in Dialekte und Regiolekte, Satz (4) auf die verschiedenen
Sprachstile innerhalb einer Sprachgemeinschaft. Der ,,Dialog” mit einem Computer erfordert eine formale Spra-
che (Beispiel 5), hingegen wird in (6) mit Esperanto eine kiinstliche Sprache erwéhnt, die einer natiirlichen Spra-
che nachgebildet ist. Inwieweit die Kommunikation unter Tieren eine Sprache genannt werden kann, ist noch
Gegenstand der Forschung (Beispiel 7). Satz (9) erinnert schlieBlich daran, dass auch Ausdrucksformen der
Kunst und der Musik als Sprache bezeichnet werden. Von den unterschiedlichen Bedeutungen des Wortes Spra-
che, die sich manchmal nur in Nuancen unterscheiden und hier nicht im Einzelnen analysiert werden sollen,
macht auch die vorliegende Monographie Gebrauch.



Den vielfaltigen Verwendungen des Wortes Sprache entsprechen verschiedene wissenschaftliche Disziplinen.*
Die deskriptive (oder strukturelle) Sprachwissenschaft beschreibt die verschiedenen Sprachen der Welt. Die
vergleichende Sprachwissenschaft hat die Aufgabe, Kontraste und Gemeinsamkeiten dieser Sprachen aufzuzei-
gen, wobei die historische (oder diachronische) Sprachwissenschaft versucht, die Verdnderungen von Sprachen
im Lauf der Geschichte zu beschreiben (und ansatzweise zu erklaren) bzw. Beziehungen zwischen verschiede-
nen Sprachen aufzuzeigen, die etwa im Bild von Verwandtschaftsbeziehungen beschrieben werden kdénnen (eine
Einflihrung bietet etwa SzEMERENYI 1980). So wird Italienisch als Tochtersprache des Lateinischen bezeichnet,
da es als eine Fortsetzung des Lateinischen angesehen werden kann. Am deutlichsten ist dies bei der Betrachtung
des Wortschatzes zu sehen, wie die nachfolgenden Beispiele belegen:

lat. octo wurde zu ital. otto "acht"
lat. minus wurde zu ital. meno  "weniger"
lat. corpus wurde zu ital. corpo "Korper"

Lateinisch wird allerdings nicht Muttersprache des Italienischen genannt, da dieser Ausdruck durch eine andere
Bedeutung — ndmlich die zuerst erlernte Sprache, die Giberwiegend die Sprache der Mutter ist — besetzt ist (im
Franzdsischen wird letztere langue maternelle und erstere — ins Deutsche fast untbersetzbar — langue mere ge-
nannt).

Innerhalb der vergleichenden Sprachwissenschaft versucht die Sprachtypologie_Gemeinsamkeiten in der Organi-
sation der Sprachen zu erforschen, z. B.: Die Besitzrelation kann ausgedriickt werden: durch Adjektive (deutsch
mein Haus), durch Suffixe (tlrkisch ev 'Haus' : evim 'mein Haus') oder durch eine beifiigende Konstruktion
(japanisch watashi no uchi, wortlich etwa 'ich + Partikel + Haus'). Fur die Wortstellung innerhalb des Syntagmas
Adjektiv und Nomen gibt es zwei Optionen:

— Voranstellung: deutsch stetige Funktion

— Nachstellung: franz. fonction continue

Es gibt Sprachen, bei denen die eine oder andere Option strikt oder vorzugsweise einzuhalten ist; bei anderen ist
"freie Wortstellung™ erlaubt (lat. aurea aetas 'goldenes Zeitalter', magister sapiens 'ein weiser Lehrer'). Dennoch
gibt es viele Gemeinsamkeiten natiirlicher Sprachen, die es gestatten, auf grundlegende Eigenschaften des Sys-
tems Sprache zu schlieRen, welche Gegenstand der Allgemeinen Sprachwissenschaft ist. Da sich jede Sprache
als ein Zeichensystem zur Kodierung von Nachricht auffassen lasst, kann man die Sprachwissenschaft als Teil
anderer Wissenschaften ansehen, etwa der Semiotik oder der Kommunikationswissenschaft.

Viele Disziplinen innerhalb und am Rande der Sprachwissenschaft werden heute oft als "Bindestrich-
Linguistiken" apostrophiert: Textlinguistik, Psycholinguistik, Soziolinguistik, Neurolinguistik, usw. Diese Be-
zeichnungen sind zumeist zutreffend und informativ. Die Bedeutung der Angewandten Sprachwissenschaft und
der Psycholinguistik fir internationale Kommunikation, Handel und Management wird in ULIIN & STROTHER
(1995) dargelegt. Im Zentrum der Kognitiven Linguistik steht die Erforschung des Zusammenhangs zwischen
der Darstellung und der Verarbeitung sprachlichen Wissens (siehe SCHWARz 1992). Die Kognitionswissenschaft
beschéftigt sich mit der Darstellung mentaler Wissensstrukturen und der Modellierung kognitiver Prozesse, wie
Wahrnehmen, Denken und Sprechen. Damit ist die Psychologie eine ihrer wichtigsten Bezugswissenschaften.
Anderseits haben Computerwissenschaft (Stichwort ‘Kinstliche Intelligenz’), mathematische Logik und die
Theorie der Automaten und der formalen Sprachen einen starken Einfluss auf die Entwicklung der Kognitions-
wissenschaft gehabt. Die zentralen Fragen lassen sich kurz wie folgt darstellen:

—  Uber welches Wissen verfiigt der Mensch, wenn er so komplexe Leistungen wie Denken und Sprechen

ausfuhren kann?

! Von den zahlreichen einfithrenden Werken zur Sprachwissenschaft seien stellvertretend fiir viele genannt: BOLINGER &
SEARS (19813), CoserIU 1988, GREWENDORF & HAMM & STERNEFELD 1991°, LANGACKER 19732, MARTINET 1970 und VA-
TER 1994).



—  Wie ist dieses Wissen im Gedachtnis organisiert und repréasentiert?
—  Welche kognitiven Prozesse laufen bei der Anwendung dieses Wissens ab?

Schon diese Fragen zeigen, dass es Querverbindungen zur Neurobiologie (Frage nach der physiologischen
Grundlage dieser Prozesse) und zur Philosophie (insbesondere zur Erkenntnistheorie) gibt.

Die Entwicklung der Sprachwissenschaft stellt ein interessantes Gebiet der Kulturgeschichte dar, welches Quer-
verbindungen zu Mathematik, Philosophie und Theologie aufweist (siehe dazu vor allem CoserIU 1988).

Den verschiedenen Teilbereichen der Sprachwissenschaft entsprechen verschiedene Beziehungen zwischen
Mathematik (bzw. Mathematikunterricht) und Sprache. Mathematik kann als Erweiterung der menschlichen
Sprache (als System) angesehen werden. Mathematisches Wissen wird in einem gemischten System, einer oft
durch Symbole und lkone angereicherten langue kodiert und vermittelt. Dabei spielt das als Fachsprache der
Mathematik bezeichnete Register eine zentrale Rolle, aber nicht die alleinige, da ja Lehrer und vor allem Schiler
mathematische Sachverhalte auch in einer vom Standard der Fachsprache abweichenden Sprache ausdriicken.
HALLIDAY gibt folgende Umschreibung fiir ein Register (einer Fach- oder Sondersprache):

“A register is a set of meanings that is appropriate to a particular function of language, together with the words
and structures which express these meanings. We can refer to a ,,mathematics register* in the sense of meanings
that belong to the language of mathematics (the mathematical use of natural language, that is: not mathematics
itself), and that a language must express if it is used for mathematical purposes®. (HALLIDAY 1974, S. 65; siehe
auch HALLIDAY 1978)

Der Gebrauch eines solchen mathematischen Jargons ist auch unter Fachleuten tblich und erfiillt eine wichtige
kommunikative Funktion. Diese umgangssprachliche Variante der Fachsprache ist nicht das, was etwa D'’AMORE
& SANDRI (1996) als "Mathematischen Jargon™ bezeichnet; dort wird mit diesem Wort eine die Fachsprache
imitierende Sprachform bezeichnet, die den Eindruck mathematischer Kompetenz erwecken soll. WELLS (1997)
hat dazu ein interessantes Werk A4 Handbook of mathematical Discourse verfasst, dessen Zielsetzung er so
beschreibt: ,, This handbook is an intensive description of many aspects of the vocabulary and forms of the Eng-
lish language used to communicate mathematics“. Zielgruppe sind vor allem Studenten und Mathematiker in
Forschung und Lehre.

In der Sprachwissenschaft unterscheidet man ublicherweise verschiedene Untersuchungsebenen der sprachlichen
Struktur: Phonologie, Morphologie, Lexikon, Syntax, Semantik und Pragmatik (wobei diese Einteilung je nach
theoretischem Vorverstandnis variieren mag). Offensichtlich hat die gesprochene Mathematik den Sprachen
keine neuen Laute oder Lautkombinationen hinzugefiigt. Ausnahmen bilden durch Lehnwérter von einer Spra-
che in eine andere Sprache ibernommene Laute oder Lautkombinationen, wie dies bei vielen deutschen Lehn-
wortern aus dem Englischen der Fall ist, wie zum Beispiel das Auftreten der Lautkombination /pju/ im Wort
Computer, die es im Deutschen nur in Lehnwortern gibt.

Auch die Morphologie der mathematischen Fachsprache weicht von der Morphologie der die Fachsprache ,,um-
gebenden* Sprache nicht ab. Anders ausgedriickt: die Bildung grammatischer Formen erfolgt nach den {blichen
Regeln. Fur den Unterricht ist es natlrlich wichtig, die ,,korrekten“ Pluralformen (wie Prisma: Prismen, Matrix:
Matrizen - friher Matrices usw.) oder das grammatische Geschlecht (wie etwa das Tetraeder) der Fachausdri-
cke in die Lehre mit einbeziehen. Einen Zwischenbereich zwischen Morphologie und Vokabular stellt das The-
ma der Wortbildung durch Verwendung von Affixen dar. In der mathematischen Fachsprache gibt es einige
Préafixe, wie ko- (Sinus > Kosinus), hyper- (reell > hyperreell) und sub- (additiv > subadditiv). Das Préafix ko- ist
aus einer Abkirzung von Komplement (ndmlich lat. cosinus = complementi sinus ‘Sinus des komplementéren
Winkels’) hergeleitet. Aber es gibt keine Suffixe, die fur die mathematische Fachsprache typisch wéren. Haufig
ist sicher das Suffix -ieren (wie bei Differenz > differenzieren, ...). Nicht in allen Féllen liegt aber eine Ableitung
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vor, so ist addieren von keinem Wort *4dd abgeleitet! > Anders ist es bekanntlich in der Fachsprache der Che-
mie, wo es eine Fllle bedeutungstragender Affixe (Préfixe wie cis-, trans-, ortho-) und vor allem viele Suffixe
gibt. Man denke etwa an die Reihen Sulfat, Sulfid, Sulfit oder Athan, Athanol, Athyl-, ....

Die Kapitel Phonologie und Morphologie der mathematischen Sprache sind erwartungsgemal nicht besonders
ergiebig. Anders liegt der Sachverhalt bei den anderen Themen sprachlicher Analyse und darauf wird in den
folgenden Kapiteln eingegangen werden.

1.1.1 Zur Entstehung der Sprache

Die Sprache des Menschen ist ein in seiner Art wohl einzigartiges Phdnomen. Soweit uns bekannt ist, verfligen
Tiere (ber Kommunikationssysteme, aber diese Systeme erreichen nicht die groen Ausdrucksmoglichkeiten,
wie sie der menschlichen Sprache (der ,,faculté de langage®) eigen ist. So gesehen ist es besonders merkwiirdig,
dass die menschliche Sprache in so verschiedener Weise realisiert ist, in den Sprachen (,,langues”) der Men-
schen, die sich ja nicht nur im Wortschatz (engl. dog = frz. chien = tiirkisch kdpek “Hund’), sondern auch in der
Struktur (Morphologie, Syntax und Semantik) stark unterscheiden. Es ist daher nicht verwunderlich, dass schon
im Altertum die Frage nach dem Ursprung der Sprache gestellt wurde und seither eine immense Literatur zu
dieser Frage entstanden ist. Die Frage, welche Sprache denn nun die &lteste Sprache sei, ist nach heutigen Er-
kenntnissen Uber das Alter der Menschheit sicher als nicht beantwortbar, ja vielleicht nicht einmal als verninftig
gestellt anzusehen; denn vermutlich hat sich die Sprache Uber viele Zwischenstufen, parallel zum Umbau des
Lautbildungsapparates (Stimmbénder, Rachen, Zunge usw.) und zur Entwicklung des Gehirns allméhlich entwi-
ckelt. Auch die Frage, wie und wann es zur Aufspaltung in verschiedene Sprachen gekommen ist, lasst sich nicht
beantworten. Tatsache ist aber, dass die Aufspaltung einer Sprache in mehrere Sprachen ein offenbar hdufig
auftretendes Ereignis ist, welches sich auch in relativ kurzen Zeitrdumen abspielen kann, wie sich etwa an der
Entstehung der heutigen romanischen Sprachen aus dem Lateinischen in einem Zeitraum von weniger als 2000
Jahren beobachten l8sst. Es ist ein Hauptanliegen der historischen Sprachwissenschaft, die Sprachen der Men-
schen so in Familien anzuordnen, dass eine genetische Zusammengehdrigkeit sichtbar wird, d. h. die Aufspal-
tung einer meist nur noch in Fragmenten zu rekonstruierenden élteren Sprache die wahrscheinlichste Erklarung
fur die als gemeinsam oder &hnlich angesehenen Merkmale der dazugehdrenden Sprachen zu sein scheint.

Herder hat in seiner 1772 veroffentlichten ,,Abhandlung tber den Ursprung der Sprache* mit einem Satz auch
das heute noch sinnvolle Problem charakterisiert. ,,Bau und Grundriss, ja selbst der ganze Grundstein dieses
Palastes verrat Menschheit” (zitiert nach KUCKENBURG 1989, S. 18). Damit verweist er darauf, dass die Erfor-
schung von Bau und Organisation der Sprachorgane und vor allem des Gehirns fiir die Funktionsweise der Spra-
che den wichtigsten Beitrag leisten konnten. Die heutige Sprachwissenschaft legt liberzeugend dar, dass alle
bisher bekannten Sprachen in ihren Grundziigen eine vergleichbar hohe Organisationsform aufweisen und selbst
die kiihnsten Rekonstruktionen bestenfalls eine Handvoll von Wortformen mit dem bescheidenen Alter von
vielleicht 6000 bis 7000 Jahren erbringen kénnen. Danach sind alle bisher vorgetragenen Theorien zur Entste-
hung der menschlichen Sprache bloRe Spekulationen. Denn Kinder erlernen eine Sprache dadurch, dass sie in
einer sprachlichen Umgebung aufwachsen, d. h. wiederholt sprachlichen Signalen ausgesetzt sind. Daher ist es
auch fraglich, ob man aus dem Spracherwerb im Kindesalter sehr viel iber die Entstehung der Sprache vor vie-
len Tausenden von Jahren erfahren kann.

Sehr hufig wird in der Sprachwissenschaft auch ein hochgestellter Stern, das Zeichen * verwendet. Es hat zwei ver-
schiedene Bedeutungen. In der historischen Sprachwissenschaft bezeichnet es eine Wortform, die rekonstruiert wurde, d.
h. deren Aussehen aus verschiedenen Argumenten erschlossen werden kann, die aber nicht belegt ist (d. h. in keinem uns
erhaltenen Text zu finden ist). Anderseits werden mit dem Stern Wortformen oder Satze bezeichnet, die ,,ungramma-
tisch* sind, wie zum Beispiel *Hiinder als Mehrzahl zu Hund (was nach dem Vorbild Miinder zu Mund nicht vollig aus-
geschlossen erscheint) oder ein Satz wie *das Kind gehen zur Schule.
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Menschen verschiedener Muttersprachen kénnen im Bedarfsfall eine gemeinsame Sprache entwickeln, die eine
Pidginsprache genannt wird. Dies geschah in den Kolonialzeiten oft durch Sklaverei oder Vernichtung und Ver-
treibung indigener Volker. In manchen Fallen wurde eine Pidginsprache zur Muttersprache einer neuen Genera-
tion; man spricht dann von einer Kreolsprache. Kreolsprachen haben zahlreiche Gemeinsamkeiten, die erneut auf
eine allen Sprachen zugrunde liegen Struktur hinweisen, die moglicherweise in der neurophysiologischen Aus-
stattung des Menschen begrindet ist (zu diesem Thema siehe etwa BICKERTON 1981 und LENNEBERG 1967).

Jedenfalls ist die Evolution des Menschen ein biologischer und ein kultureller Prozess, in welchem die Sprache
zusehends an Bedeutung gewann. Sehr oft wird die Entwicklung der Sprache mit der Entwicklung der Werkzeu-
ge in Verbindung gebracht. Der franz@sische Préhistoriker LEROI-GOURHAN schreibt etwa ,,Sprache ist von dem
Augenblick mdglich, da die Vorgeschichte Werkzeuge liefert, denn Werkzeug und Sprache sind neurologisch
miteinander verbunden® (LEROI-GOURHAN 1980, S. 149). Da diese Ansichten auf gewissen Ahnlichkeiten zwi-
schen der Herstellung von Werkzeugen und der Syntax einer Sprache basieren, kann man die Frage stellen, in-
wieweit der algorithmische Aspekt der Mathematik derselben kognitiven Struktur entspringt.

1.1.2 Zu den Funktionen der Sprache

Die Sprache des Menschen hat eine zumindest doppelte Funktion: eine kommunikative und eine kognitive Funk-
tion. Die kommunikative Funktion dient der Verstandigung, die kognitive Funktion dient dem Erkenntnisgewinn
(KLix 1995). Beide Funktionen héngen, wie gerade an der Verwendung der Sprache in der Mathematik deutlich
zu sehen ist, eng zusammen. Die Satze Bezeichnen wir in einem rechtwinkeligen Dreieck die Lingen der Kathe-
ten mit a und mit b und die Léinge der Hypotenuse mit c, so gilt a’ + b> = ¢*. Sind a, b und c teilerfremde natiirli-
che Zahlen (wobei man annehmen kann, dass a eine gerade Zahl ist), so gibt es ganze Zahlen u und v, so dass

die Formeln a = 2uv, b = v’ — Vv, ¢ = u’ + V' gelten. sind sprachliche Mitteilungen, die

gesprochen oder geschrieben werden kénnen, wobei der erste Teil durch eine Zeichnung unterstiitzt werden
kann. Die kognitive Leistung der Sprache ist durch das Schaffen von Begriffen wie DREIECK, RECHTWINKELIG,
KATHETE, GANZE ZAHL, TEILERFREMD, .... erkennbar?®. Deutlich wird auch die Verdichtung der Information
durch die mathematische Symbolsprache (der Verwendung von Variablen, Relationen und Operatoren), die im
geschriebenen Text besonders hervortritt.

Die kognitive Funktion dient dem Erkenntnisgewinn. Dieser geschieht durch Verdichtung des Informations-
transports durch begriffliche Représentation. Die Aussage Die Drehungen um einen festen Punkt bilden eine
Gruppe enthélt im Begriff GRuUPPE zahlreiche Informationen, wie die Zusammensetzbarkeit von Drehungen,
deren Assoziativitat, die Existenz inverser Drehungen usw. Neue Wissensbereiche kdnnen so fixiert und begriff-
lich durchdrungen werden. Die Benennung von Strategien und Techniken macht sie leichter aufrufbar und ver-
flgbar. Zihlen, addieren, multiplizieren, differenzieren, integrieren usw. sind Worter der deutschen Sprache, die
der Mensch im Verlauf der Evolution der Mathematik fiir verfligbare Techniken gefunden hat. Die Ergebnisse
individuellen Denkens werden durch Benennung mitteilbar und damit vervielféltigt. Die kommunikative Funkti-
on hat somit einen Verstarkungseffekt auf die kognitive Funktion. Die kognitive Funktion der Sprache verweist
auf zwei Probleme, auf den Zusammenhang zwischen Begriff (signifié¢) und Zeichen (signifiant) und auf den
Zusammenhang zwischen Sprache und Denken. Es ist zundchst die kognitive Funktion der Sprache, die in der
Aussage Mathematik ist eine Sprache anvisiert ist. Ein viel zitiertes Wort in dieser Richtung findet sich im Sag-
giatore von G. GALILEI:

% Es sei daran erinnert, dass Worter und Sétze bzw. Satzteile, Uiber die im Text gesprochen wird, kursiv und Begriffsbezeich-
nungen in Kapitélchen gesetzt sind.
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La filosofia ¢ scritta in questo grandissimo | Die Philosophie ist in dem groRartigen Buche nie-
libro che continuamente ci sta aperto | dergeschrieben, das immer offen vor unseren Au-
innanzi a gli occhi (io dico l'universo), ma | gen liegt (ich meine das Universum). Aber man
non si puod intendere se prima non s'impara | kann es erst lesen, wenn man die Sprache erlernt
a intender la lingua, e conoscer i caratteri, | und sich die Zeichen vertraut macht, in denen es
ne' quali e scritto. Egli e scritto in lingua | geschrieben ist. Es ist in mathematischer Sprache
matematica, e i caratteri son triangoli, | geschrieben, und die Buchstaben sind Dreiecke,
cerchi, ed altre figure geometriche,...." Kreise und andere geometrische Figuren..."

(GALILEI 1623, p. 631).

Dieser Gedanke wird auch von HEISENBERG aufgegriffen:

"Im Grunde war ich mit meiner Freude an der mathematischen Beschreibung der Natur ..... auf den einen Grund-
zug des abendléndischen Denkens tberhaupt gestoRen, ndmlich eben auf die .... Verbindung der prinzipiellen
Fragestellung mit dem praktischen Handeln. Die Mathematik ist sozusagen die Sprache, in der die Frage gestellt
und beantwortet werden kann, aber die Frage selbst zielt auf einen VVorgang in der praktischen materiellen Welt;
die Geometrie zum Beispiel diente der Vermessung von Ackerland." (HEISENBERG 1955, p.40).

Dieses Zitat verweist auch auf die kommunikative Funktion der Mathematik. Die Aussage, Mathematik ist eine
Sprache, in welcher man ,,mit der Natur sprechen® kann, ist gewiss metaphorisch zu verstehen. Aber die Aussa-
ge, Mathematik ist eine Sprache, in welcher man ,,mit anderen Menschen Uber die Natur sprechen® kann, be-
schreibt die Rolle der Mathematik in den Naturwissenschaften wohl zutreffend. Gewiss ist sie nicht die einzige
Sprache, in der Uiber die Natur gesprochen werden kann, wie Poesie und Musik bezeugen.

CosEeRIU 1988 unterscheidet in der Sprache drei Ebenen, die er die universelle, die historische und die individu-
elle Ebene nennt. Er schreibt (loc. cit. p. 250): "Die Sprache ist eine universelle menschliche Tétigkeit, die zwar
individuell verwirklicht wird, aber stets nach historisch bestimmten Techniken (»Sprachen«)*.

Man erkennt unschwer die Ahnlichkeit bzw. Entsprechung mit den in der Einleitung verwendeten Begriffen:

— Sprache als universelle menschliche Tatigkeit: langage,

— Sprache, die in einer historisch bestimmten Technik vorliegt: langue,

— Sprache, die individuell verwirklicht wird: parole.

Nach W. von Humboldt (sieche COSERIU 1988, S. 253 - 254) kann man diese drei Ebenen noch nach drei Ge-
sichtspunkten unterteilen, ndmlich Sprache auffassen als (kreative) Téatigkeit_(evepyeia), als (erlernte) Technik
(dvvayuc) und als Produkt (epyov). Dieser Sachverhalt 1asst sich in einer Matrix so darstellen:

Tatigkeit Technik Produkt
universell || Sprechen/ Sprechen konnen/ Gesprochenes/
Schreiben Schreiben kénnen Geschriebenes

historisch || konkrete Sprache sprachliches Wissen einer | __________
Sprachgemeinschaft

individuell | Diskurs (Sprechakt) | SPrachliches Wissen eines | gesprochener/
Sprechers geschriebener Text

Die folgende Szene mag die drei Ebenen veranschaulichen:

Alice A. besucht lhre Freundin Elfi S. Durch das Wohnzimmer huscht Prisca, die erst vor kurzem das Gehen
gelernt hat. "Prisca ist jetzt rasch gewachsen", wundert sich Alice. "Ja, und sie spricht schon", verkiindet Elfi
nicht ohne Mutterstolz. Da lautet das Telefon. Elfi lauft schnell in die Kuche und spricht dann recht lange. "Das
war meine grofRe Tochter Teresa", sagt Elfi, als sie zum Teetisch zuriickkehrt. "Sie studiert jetzt in Budapest und
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spricht auch schon Ungarisch”. Es féllt nicht schwer, in der dreimaligen Verwendung von "[sie] spricht" die drei
genannten Ebenen (universelle, individuelle, historische Ebene) aufzufinden.

1.2. Mathematik als Sprache

1.2.1 Bilder von Mathematik

Wenn es darum geht, Zusammenhange zwischen Mathematik bzw. Mathematikunterricht und Sprache aufzuzei-
gen, ist neben der Frage Was ist Sprache? auch die Frage Was ist Mathematik? unvermeidbar. Allerdings kann
auf diese Frage hier nur ansatzweise eingegangen werden. Antworten kénnen in der Wissenschaftstheorie, aus
der Geschichte der Mathematik und in zahlreichen biographischen und vor allem autobiographischen Zeugnissen
gefunden werden, aber der eigenen Erfahrung mit Mathematik kommt ein besonders hoher Stellenwert zu. Man
kann annehmen, dass jeder Mathematiker, jeder Mathematikdidaktiker und jeder Mathematiklehrer (gemeint
sind stets Frauen und Manner) ein gewisses Bild von Mathematik haben. Diese durchaus individuellen Vorstel-
lungen missen einiges gemeinsam haben; denn sonst wére ein Sprechen tber Mathematik nicht mdglich. Auch
den Schilern sollte im Mathematikunterricht ein angemessenes Bild von Mathematik vermittelt werden, so dass
eine Diskussion (iber die Bedeutsamkeit der Mathematik fir Kultur und Gesellschaft moglich ist. Uber Literatur
und Musik, Uber Sport und Gesundheit, tber Wirtschaft und Politik sprechen zu kénnen, wird von vielen als ein
Hinweis auf Bildung verstanden. Mathematik, Physik und Chemie spielen in solchen Gespréchen eine eher un-
tergeordnete Rolle. Es ist eine groRe Herausforderung an die Mathematikdidaktik, diesen Befund zu verandern.

Nach HERsH (1995) sollte eine philosophische Betrachtung der Mathematik etwa folgende Fragen beantworten:
1. Wovon handelt Mathematik?

Was unterscheidet Mathematik von anderen Wissenschaften?

Warum gibt es in der Mathematik in vieler Hinsicht eine fast universale Ubereinstimmung?

Warum sind mathematische Resultate unabhangig von Zeit, Ort, Rasse, Nationalitat und Geschlecht, obwohl
auch Mathematik ein gesellschaftliches Phdnomen ist?

5. Existiert das Unendliche? Wenn ja, auf welche Weise?

6. Warum erweist sich reine Mathematik so oft als nltzlich, d. h. anwendbar?

H N

Wie erwirbt man mathematisches Wissen?

Unsere Sicht der Mathematik versucht, Mathematik als ein weites Feld menschlicher T&tigkeit zu sehen, wie es
auch die Bewegung der Ethnomathematik nahelegt (siehe dazu D’AmMBROSIO 1995, 1996 sowie den Abschnitt
Mathematik in allen Sprachen): Mathematik ist eine grundlegende Féhigkeit des Menschen. Sie beginnt sich in
Tatigkeiten zu entfalten, die manche noch als "vormathematisch" ansprechen mégen: Zahlen und Ordnen, Er-
kennen und Erzeugen von Mustern und Symmetrien, Verwendung von rekursiven Verfahren (eng mit dem
Zahlprozel verbunden) und Ausfilhren von Algorithmen (vergleichbar mit wiederholten Handlungen in Arbeits-
prozessen wie Weben, Kniipfen, Pfligen, usw.). Zu nennen ist auch die Herstellung und Verwendung von Mo-
dellen (was tief in den Sakralbereich hinein weisen mag): das Einritzen der erhofften Jagdbeute in die Hohlen-
wand, die Herstellung von Fruchtbarkeitsidolen und anderes mehr. All diese Fahigkeiten sind weltweit und aus
der Geschichte der Menschheit bezeugt (siehe dazu WATSON 1990, die auch eine Beziehung des Mathemati-
schen zum Asthetischen sichtbar macht).

Mathematik ist - wie wohlbekannt - mit Logik verbunden. Logisches Denken kann als Abstraktion urséchlicher
und zeitlicher Beziehungen angesehen werden: Wenn die Sonne scheint, wird es wieder warm. Uralt sind die
Fragen der Menschheit: Warum gibt es Mann und Frau? Warum mussen wir sterben? Woher kommen Krankheit
und Sunde? Die mythischen Erzahlungen mussten helfen, den Lebenskampf in einer oft auch feindlichen Umge-
bung zu bestehen. Sehr friih beobachtete der Mensch den Lauf der Jahreszeiten, den Auf- und Untergang von
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Sonne, Mond und Sternen, den Zug der VV6gel, das Blihen und Reifen von Friichten, ... Es entstanden Kalender.
Die Syntax ursdchlicher und zeitlicher Beziehungen ist auch die Syntax der mathematischen Schlussfolgerung:
Wenn das Quadrat einer Zahl durch 2 teilbar ist, so ist die Zahl durch 2 teilbar. Wenn ein Dreieck die Seiten-
ldngen 3,4 und 5 besitzt, so hat es einen rechten Winkel. Auf diese Zusammenhénge wird im Kapitel Mathemati-
sche Fachsprache (Abschnitt Giber Konjunktionen) nochmals eingegangen.

Zu erwahnen sind auch Arbeiten, in welchen Mathematik bzw. die Sprache der Mathematik aus der Sicht der
Semiotik untersuchen. ROTMAN (1988) skizziert ein semiotisches Modell der Mathematik, in welchem vor allem
die Bedeutung des Beweises untersucht wird. Ein Beweis ist zunachst eine Kette von Implikationen, die einen
‘Mathematiker’ in der ‘fiktiven Welt eines Gedankenexperimentes’ iberzeugt. Dariiber hinaus ist es aber wich-
tig, die ‘Idee hinter dem Beweis’ zu verstehen. Zu nennen ist auch SIMEONOV 1996, der ebenfalls versucht, eine
universelle Sicht von Mathematik zu beschreiben: ,,Die Semiotik behandelt Mathematik als Kommunikation* (S.
415).

1.2.2 Zu sprachlichen Merkmalen der Mathematik

a) Mathematische Aussagen und ihre Verknipfung
Eine wichtige Rolle in der sprachlichen Gestalt der Mathematik spielen nach dem Prinzip einer zweiwertigen
Logik entscheidbare Aussagen und Aussagenverkniipfungen. Was ist damit gemeint?

In der Schulbuchaufgabe Ein kreisrundes Schwimmbecken hat einen Durchmesser von 3,80 m und eine Hohe
von 90 cm. Wie viel m® Wasser sind zur vollstindigen Fiillung notwendig? ist nur der erste Satz eine Aussage.
(Er beschreibt die Situation.) Der zweite Satz ist eine Frage. Auch der Satz Fiir Prismen gilt die Volumenformel
V' = G - hist eine Aussage. In der Aufgabe Wie schwer ist eine Rolle Kupferdraht, wenn der Draht 5 mm dick
und 500 m lang ist? Dichte von Kupfer: 8,9 g/em’. Schiitze das Ergebnis zuerst! ist der erste Satz eine Frage, in
der im Nebensatz eine Aussage Uber die gegebene Situation verpackt ist. Dann folgt eine weitere Aussage und
letztlich eine Aufforderung, ein ‘Befehl’.

Zunéchst sind also Aussagen Satze (im grammatikalischen Sinne), durch die "etwas behauptet™ wird. Im Unter-
schied zu Fragen, Bitten, Befehlen und Ausrufen ist es in ihrem Fall sinnvoll, die Frage nach der "Wahrheit" zu
stellen. Um auszudriicken, inwieweit die in Aussagen formulierten Behauptungen zutreffen, ordnet man jeder
von ihnen einen Wahrheitswert zu. In der Alltagssprache benutzt man dabei Formulierungen wie "richtig",
"wahr", "teilweise richtig", "in manchen Fallen wahr", "unter bestimmten Umsténden wahr", "meistens falsch",
"falsch", usw. GemaR der auf Aristoteles zurtickgehenden klassischen Logik wird in der Mathematik hinsichtlich
des Wahrheitswerts von Aussagen ein Zweiwertigkeitsprinzip zugrunde gelegt. Danach sollte eine Aussage
entweder wahr oder falsch sein. Die Zuweisung verschiedener Wahrheitswerte an die gleiche Aussage gilt als
Widerspruch. Dieses Prinzip stellt eine einschneidende Normierung der Wahrheitswerte dar, mit der sich die
mathematische Sprache eine bewusste Beschrankung auferlegt, und aus der sich weitreichende Konsequenzen
ergeben. In vielen auBermathematischen Situationen kann man mit dem rigorosen Standpunkt “entweder wahr
oder falsch™ der Struktur des betroffenen Gegenstandes nicht gerecht werden.

Die einfachste Form von Aussagen stellen die elementaren oder primitiven Aussagen dar. Beispiele: 10 ist eine
gerade Zahl. 10 liegt zwischen 11 und 100. 13 +7=20. 8 < 12. ABC ist ein rechtwinkeliges Dreieck. g ist
parallel zu h. Sie lassen sich in zwei Bestandteile zerlegen, die mit den Bezeichnungen ‘Subjekt’ und ‘Pradikat’
benannt werden. (Dabei ist die Bedeutung dieser Bezeichnungen in der mathematischen Logik allerdings etwas
anders festgelegt als in der Sprachwissenschaft). Subjekte oder Individuen im Sinne der mathematischen Logik
sind Namen flr Dinge oder fir Gattungen (Mengen und Klassen). In den Beispielen findet man die Subjekte 10,
11, 100, 13, 7, 20, 8, 12, ABC, g und h. Pradikate sind (formal gesehen) dann jene Aussagenteile, die durch
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Hinzufligen eines oder mehrerer Subjekte zu sinnvollen Sprachgebilden werden. Stark vereinfacht ausgedriickt:
Prédikate erhélt man, wenn man aus elementaren Aussagen Subjekte entfernt.

Die so entstehenden Leerstellen sind fiir die betreffenden Pradikate charakteristisch. Enthalt eine Aussage n
Subjekte, so besitzt das zugehérige Pradikat n Leerstellen und heift n-stelliges Préadikat. Beispiele fiir Pradikate

sind: "... ist ein rechtwinkeliges Dreieck" (einstellig), "...<..." (zweistellig), "...ist parallel zu..." (zweistellig)", ...
liegt zwischen ... und ..." (dreistellig), "...+... =..." (dreistellig). Einstellige Prédikate werden auch Eigenschaften

der zugehorigen Subjekte genannt. Mehrstellige Préadikate heiBen Relationen. Sie beschreiben Beziehungen
zwischen zwei oder mehreren Subjekten. Aus systematischen Griinden kann man aber einstellige Pradikate (Ei-
genschaften) als einstellige Relationen auffassen.

Subjekte einer Aussage lassen sich durch Variablen (die fiir ein gedachtes oder gesuchtes Subjekt der Definiti-
onsmenge des Pradikates stehen) ersetzen. Man spricht dann auch von einer Aussageform. Eine Aussageform
mit den Variablen X, X5, ... X, und dem n-stelligen Prédikat P wird meist in folgender Gestalt notiert:

(X1, X, ... Xy) € P oder P (xg, Xy, ... Xp)

Aussageformen enthalten in der Regel Variablen, aber nicht alle Syntagmen, in denen Variablen vorkommen,
sind Aussageformen. In vielen Féllen ist eine Belegung der Variablen nicht mehr mdglich. Man sagt dann, die
Variablen seien nicht mehr frei, sondern gebunden. Gebundene Variablen ergeben in Verbindung mit den
Sprachelementen, in die sie eingebettet sind, bereits sinnvolle Sprachgebilde, deren Wahrheitswert sich entschei-
den l&sst oder die bereits mathematische Objekte darstellen. Beispiele sind Aussageformen in Verbindung mit
Quantoren, z. B. Fiir alle reellen Zahlen a und b gilt a + b = b + a. (Kommutativgesetz) oder Es gibt (genau)
eine gerade Primzahl und Aussageformen zur Mengenbeschreibung, z. B. {x | x* + 3x - 7 > 5}. Freie Variablen
hingegen sind mit Liicken in einem Fragebogen vergleichbar, die, falls entsprechend ausgefiillt, zusammen mit
dem Text des Vordrucks sinnvolle Aussagen bilden. Freie Variablen werden auch Leerstellen, Parameter, Ver-
anderliche oder Unbekannte genannt. Die Variablen spielen in der mathematischen Fachsprache eine wichtige
Rolle. Mit ihrer Hilfe lassen sich strukturelle Gedankengéange bundeln und in allgemeinen Formulierungen zu-
sammenfassen. Mdglicherweise kénnte man auch auf sie verzichten; und in der Geschichte der Mathematik
musste man auch lange Zeit ohne sie auskommen. Die mathematische Ausdrucksweise gestaltet sich allerdings
dann in vielen Fallen undékonomisch, schwerfallig, kompliziert und unlbersichtlich.

Um den Geltungsbereich und damit den Wahrheitswert (elementarer) Aussageformen bzw. Aussagen genau
festlegen zu kdnnen, werden sie mit Quantoren verbunden. Das sind Ausdriicke wie 3 (ein) bzw. V (alle), einige,
kein(e), mindestens ein, hochstens ein. Beispiele: Es gibt unendlich viele Primzahlen. Jede natiirliche Zahl ldsst
sich (bzw. alle natiirlichen Zahlen lassen sich) in Primfaktoren zerlegen. Durch einen auflerhalb einer Geraden
liegenden Punkt geht hochstens eine Gerade, die zu ihr parallel ist. Quantoren werden sprachlich meist durch
indefinite Pronomina (jede reelle Zahl, fir (irgend)eine (noch zu bestimmende) Konstante, ...) oder durch Ad-
verbien (iiberall stetig, mindestens eine Nullstelle, ...) ausgedriickt. Ihr Fehlen — in der Alltagssprache werden sie
oft nur implizit zum Ausdruck gebracht — kann die Entscheidung des Wahrheitswerts von Aussagen erschweren.

Elementare Aussagen bzw. Aussageformen kdnnen mit — (nichf) verneint bzw. mit A (und), v (oder), =
(wenn...dann), < (genau dann, wenn, dann und nur dann, wenn), weder...noch, usw. verknupft werden. (Solche
Verkniipfungen kdnnen sich auch in Beziehungssymbolen verbergen. So ist a < b eine Abkilrzung fir a<b v
a = b. Aber umgekehrt kann a < b als Abkirzung fir a <b A a #b stehen.) Die genannten Verknupfungswor-
ter heillen Junktoren und sind geeignet, aus elementaren komplexere, zusammengesetzte Aussagen (bzw. Aussa-
geformen) zu bilden. Beispiele: Es ist nicht richtig, dass 2 - 2 = 5 ist. Wenn ein Dreieck gleichseitig ist, dann ist
es auch gleichschenkelig. Ein Viereck ist genau dann eine Raute, wenn die Diagonalen aufeinander senkrecht
stehen. 12 ist durch 3 oder durch 4 teilbar. Auch die Junktoren werden — im Gegensatz zur Alltagssprache — in
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der mathematischen Fachsprache explizit gebraucht und es wird fir sie festgelegt, welcher Wahrheitswert ihnen
in Abhangigkeit vom Wahrheitswert der Elementaraussagen zukommt, die durch sie verkntpft werden.

Es sei angemerkt, dass man unterscheiden kann zwischen Subjunktion (der Verknlipfung, die der wenn ... dann-
Beziehung entspricht, abgekirzt mit dem Zeichen —) und Implikation (einer Beziehung der Gestalt wenn a
wahr ist, so ist b wahr, abgekirzt mit = oder einem anderen Zeichen). Die Subjunktion bezeichnet dann eine
logische Verkniipfung, d. h. eine algebraische Operation auf einer Menge von Aussagen, deren Wahrheitswert
durch eine Tabelle festgelegt werden kann (siehe Abschnitt Zum Beweisen mathematischer Sétze). Die Implika-
tion ist eine Aussage uber die Gultigkeit zweier Aussagen: Man sagt A = B, wenn A wabhr ist und A — B
wahr ist. Eine analoge Unterscheidung kann auch zwischen Bijunktion und Aquivalenz getroffen werden. Fir
Einzelheiten muss auf Lehrbiicher der mathematischen Logik verwiesen werden.

b) Zum Definieren und Verwenden mathematischer Begriffe

Die mathematische Fachsprache ist vor allem dann bedeutsam, wenn es gilt, den Wahrheitswert mathematischer
Aussagen zu entscheiden bzw. entscheidbar zu machen. Es bedarf dazu zweierlei: einer genaueren Festlegung
der Objekte, Handlungen und Beziehungen, von denen die Texte sprechen, und eines geordneten Verfahrens der
Argumentation zugunsten eines bestimmten Wahrheitswerts fiir die einzelnen Aussagen im Text. Ersteres wird
in einer speziellen Form des Definierens geleistet, letzteres mittels besonderer Regeln des Beweisens.

Mathematische Texte bemihen sich, alle Objekte, Handlungen und Beziehungen, von denen in ihnen die Rede
ist, nach Umfang und Inhalt eindeutig zu bestimmen. Es werden also Begriffe gebildet, fiir die genau festgelegt
ist, welche Objekte, Handlungen oder Beziehungen zu ihnen gehdren und welche nicht (Determinierung). Um
dies zu gewahrleisten, sollte im Idealfall die Definition von Begriffen nicht implizit mittels des Kontexts, in dem
sie gebraucht werden, und auch nicht durch Verweis auf reale Erscheinungen, also empirisch, sondern theore-
tisch und ausschlieBlich durch sprachliche Explikation erfolgen. Es gibt verschiedene Formen des Definierens.
Bei einer Realdefinition wird die einem Ausdruck oder einem Symbol zugeordnete Bedeutung durch Angabe
eines als bekannt vorausgesetzten Oberbegriffs und der spezifizierenden Merkmale sprachlich fixiert. Beispiel:
Ein Dreieck ABC ist eine Fldche, die durch einen (geschlossenen) Streckenzug ABCA und die im Innern dieses
Streckenzugs gelegenen Punkte gebildet wird. Vielfach werden aber die Begriffe charakterisierend beschrieben.
Beispiele: Fiir die durch das Zeichen A dargestelite logische Verkniipfung von zwei Aussagen p und q, gilt: p A q
ist nur wahr, wenn sowohl p als auch g wahr sind. (In allen anderen Fillen ist p A q falsch.) — Zwei Geraden g
und h sind senkrecht zueinander, wenn h beziiglich der Spiegelung an g eine Fixgerade ist. — Eine Gruppe ist

eine Menge G, auf der eine Verkniipfung o definiert ist und fiir die folgende Axiome gelten: ...

Man erkennt leicht, dass dieser Form des Definierens Grenzen gesetzt sind. Die Definition muss Bezeichnungen
verwenden, die ihrerseits erst zu definieren sind. Tut man dies, muss wieder auf neue, der Definition bedurftige
Begriffe zurlickgegriffen werden. Man durchlauft (riickwaérts) eine Kette von Definitionen, die letztlich nur mit
undefiniert gebrauchten Grundbegriffen begonnen werden kann. In der ebenen Geometrie pflegt man z. B. mit
den Begriffen PUNKT, GERADE, EBENE zu beginnen, in anderen Féllen mit den Begriffen MENGE oder NATURLI-
CHE ZAHL.

Begriffsdefinitionen pflegen in der Mathematik extensiv und explizit ausgelegt zu werden, d. h. dass nicht aus-
driicklich angegebene Zusatzbedingungen unberiicksichtigt bleiben und auch Grenzfalle einbezogen werden, die
manchmal zunéchst Kopfzerbrechen bereiten. Entstehende Begriffshierarchien sind zu beachten. Beispiele:

e Definiert man ein Trapez als Viereck mit zwei zueinander parallelen Seiten, so sind Parallelogramme, Rau-

ten, Rechtecke und Quadrate ebenfalls (spezielle) Trapeze.
e A c Bbedeutet, dass alle Elemente der Menge A auch zur Menge B gehéren: Da die leere Menge & gar

keine Elemente enthdlt, gilt stets & < B.
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e Definiert man ein Prisma als Polyeder mit zwei zueinander parallelen und kongruenten Vielecken als Be-
grenzungsflachen, so durfen Grund- und Deckflachen (regelméRige oder unregelmafiige) auch Dreiecke oder
Siebenecke sein und brauchen die Gibrigen Begrenzungsflachen nicht senkrecht zu ihnen zu verlaufen (d. h. es
gibt schiefe Prismen).

Im Idealfall werden, wir schon erwéhnt, Definitionen von Begriffen aus wenigen, undefiniert vorausgesetzten
Grundbegriffen heraus entwickelt, indem jede Definition eines Begriffs nur bereits vorausgehend definierte
Fachausdriicke verwendet.

Um die Eindeutigkeit der Begriffe zu sichern, pflegen dann Verfasser mathematischer Texte, zwar nicht generell,

aber doch innerhalb einer sinnvollen Texteinheit

— jedem von ihnen gebrauchten und fur die Informationsiibermittlung bedeutsamen Ausdruck bzw. Symbol
genau eine Bedeutung zuzuordnen (konsistenter Gebrauch von Bezeichnungen),

— und andererseits alle fur die Informationsiibermittlung wichtige Bedeutungen stets mit dem gleichen Aus-
druck bzw. Symbol darzustellen (konsequenter Gebrauch von Bezeichnungen).

Bei der Auswahl von Symbolen werden sowohl Traditionen beachtet (eine Unbekannte wird meist mit x be-
zeichnet) als auch lernpsychologische Gesichtspunkte, wie z. B. leichte Merkbarkeit (» fir Radius) oder Vermei-
dung von Verwechslungen: Da in der Zahlentheorie Primzahlen vorzugsweise mit p bezeichnet werden, stellt

man in diesem Kontext rationale Zahlen haufig nicht mit 5 dar).

Das Ideal einer umkehrbar eindeutigen Zuordnung von Bedeutungen und Bezeichnungen bzw. Symbolen kann
es ndtig machen, alltagssprachlich mehrdeutige Ausdriicke differenziert zu gebrauchen. Man kann das am Bei-
spiel der Worter "ist" bzw. "sind" oder "und" studieren, indem man verschiedene (alltagssprachlich formulierte)
Satze betrachtet, in denen diese Waérter mit unterschiedlicher Bedeutung vorkommen. Bei der Ubersetzung in
Fachsprache und bei schriftlicher Darstellung mit fachlichen Symbolen werden die Bedeutungsunterschiede
deutlich gemacht:

Séatze eigene fachliche Ausdriicke eigene Symbole
Das Dreifache von 7 ist 21 3-7istgleich 21 3-7=21

21 ist eine ungerade Zahl. 21 ist Element von Ny 21 e Ny

Die Vielfachen von 4 sind|Die Menge der Vielfachen von 4 ist| V4 <Ne

gerade Zahlen.

(echte) Teilmenge der Menge der
geraden Zahlen

Die Gleichung a - x = b ist in
Q lésbar.

Zu allen natirlichen Zahlen a, b gibt
es eine rationale Zahl x, fiir diea - x =
b gilt

Va, b e NIx € Q mit

a'x=b

Funf Apfel und drei Birnen | Funf plus drei ist gleich acht. 5+3=8
ergeben acht Friichte.
7 teilt 21 und 35. 7 teilt 21 und 7 teilt 35 712177135

(nicht eindeutig!)

bzw. 7 teilt 21 plus 35

bzw. 7| (21 + 35)

Die Funktion f hat nur die
Werte +1 und —1.

Fur alle x gilt: f (x) ist entweder_+1
oder -1

Y X:
(F(x)=+1 v f(x)=-1)
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€) Zum Beweisen mathematischer Sétze

Mathematische Aussagen sollen wahr sein. In dieser Forderung unterscheidet sich die Mathematik nicht von
anderen Disziplinen; wohl aber in der Art, wie diese Wahrheit sichergestellt wird. Es sind letztlich nicht Experi-
mente oder ein Vergleich mit der beobachtbaren Realitat, die den Malstab fiir die Wahrheitspriifung liefern.
Beziigen zur Wirklichkeit wird fir mathematische Aussagen keine Beweiskraft zuerkannt. Experimente und
Beobachtungen kénnen aber beim Entdecken und Auffinden neuer Erkenntnisse hilfreich sein. Die Wahrheit
mathematischer Satze gilt aber nur dann als nachgewiesen, wenn sich diese logisch aus anderen, bereits als wahr
anerkannten Satzen ableiten lassen. Eine solche Ableitung nennt man unter bestimmten Voraussetzungen in der
Mathematik einen Beweis. Da die fur den Beweis als wahr vorausgesetzten Satze ihrerseits beweisbedirftig sind,
kommt man grundsatzlich in einen nicht endenden Regress. Dieser wird dadurch vermieden, dass man an den
Anfang einer mathematischen Theorie sog. Axiome — unbewiesen als wahr angenommene Aussagen — setzt, von
denen eine liickenlose Beweiskette ihren Ausgangspunkt nehmen kann. Nach Auffassung der modernen Mathe-
matik muss das Axiomensystem selbst nur widerspruchsfrei und vollstdndig sein. Wahr sind nur die aus ihm
hergeleiteten Sétze. Freilich kann eine Aussage auch wahr sein, wenn sie sich nicht herleiten lasst. Ja es kann
sogar der Fall eintreten, dass eine Aussage und deren logisches Gegenteil (Verneinung) beide wahr sind, und
zwar in folgendem Sinn: Jede dieser Aussagen darf zum Axiomensystem hinzugefiigt werden, ohne dass ein
Widerspruch entsteht; beriihmtes Beispiel ist das sog. ‘Parallelenaxiom’. Zum Beweisen siehe TIETZE & KLIKA
& WOLPERS 1997 oder HANNA 1997, wo verschiedene Mdglichkeiten, mathematische Aussagen als ,,wahr*
anzusehen, diskutiert werden und auch weitere Literatur angegeben ist.

Was logisch zwingend ist, bestimmt im Idealfall ein genau festgelegtes System logischer Regeln, ein logisches
Kalkil. Seine Regeln geben z. B. in einer Wahrheitstafel fir jede Verknupfung von Aussagen an, bei welcher
ihrer Belegungen mit den Wahrheitswerten "wahr" und "falsch" die neu gebildete Aussage selbst wahr oder
falsch ist. Damit kdnnten Beweisschritte in der Mathematik schlie3lich rein formal — aufgrund der Wahrheits-
werte von Aussagen und fixierten Schluss- und Verfahrensregeln — ohne Bezugnahme auf ihren Bedeutungsge-
halt vollzogen werden. Fiir einige wichtige Junktoren hat die erwdhnte Wahrheitstafel folgende Gestalt (p und g
stehe fur Elementaraussagen, w fir wahr und f flr falsch):

p q pAqQ pvq p=q p<=q

pundq p oder g wenn p,dannq [ wenn p, dann und nur dann g

w w w w w w
w f f w f f
f w f w w f
f f f f w w

Die wichtigste Rolle spielt in der Mathematik die Implikation. Denn der Beweis mathematischer Aussagen er-
folgt hauptséchlich durch Verknupfung von Aussagen mit dem Junktor wenn...dann. Sie werden geordnet, indem
man klarstellt, welche Aussagen als VVoraussetzung gewéahlt und welche Aussage dann als Folgerung aus diesen
hergeleitet werden soll. Erstreckt sich die Deduktion nur auf wenige Lehrsatze einer Theorie, so spricht man von
lokaler Ordnung. Im Fall der globalen Ordnung schlieen sich beim Aufbau einer Theorie alle Beweise zu Ket-
ten zusammen, die allerdings einen wohl bestimmten Anfang haben miissen. Er wird in den unbewiesen als wahr
vorausgesetzten Satzen (Axiomen) der Theorie gesehen.

Beweise haben sprachlich die Form eines Berichts. Die lineare Anordnung legt eine Abfolge von Handlungen
nahe bzw. der Beweis kann und soll beim Lesen entlang einer solchen Abfolge rekonstruiert werden. Dabei kann
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der Grad der Handlungsorientierung verschieden stark sein: Eine gewisse Dynamik wird suggeriert in der Wen-
dung: Wir bilden die Zahl pip,...p,+1. Viel statischer hingegen wirkt die Formulierung Sei z die Zahl
P1ps..-p, +1.

Die Verwendung von Symbolen I&sst den Ablauf der Beweisschritte nur mehr an der linearen Abfolge erkennen:
z=pipy...p, +1,3p:p/ z,.... Oder man vergleiche folgende drei Formulierungen:

o Wir ziehen eine Gerade durch den festen Punkt und bestimmen den zweiten Schnittpunkt mit dem Kreis ....

o Sei g die Gerade durch P. Sei Q der zweite Schnittpunkt der Geraden g mit dem Kreis S.

e VgeB(P)sei Q=gnS (Dabei hat man schon irgendwann festgelegt, dass B (P) das Geradenbiischel
durch P sein soll).

Grundsatzlich sind Beweise in der Gegenwart geschrieben (ihre Glltigkeit wird ja als zeitlos angesehen). Den-
noch findet man auch die Vergangenheit, wenn es darum geht, vorangegangene Beweisschritte zu vergegenwar-
tigen oder Beweisvoraussetzungen zu benennen: Weil die Vektoren linear unabhdingig waren, ... Dies geschieht
noch haufiger, wenn sich Metasprache und Beweissprache vermischen, etwa in Formulierungen wie Weil wir
linear unabhdngige Vektoren gewdhlt hatten,... Die Zukunft wird benutzt, um eine Vorausschau zu geben oder
den Sinn der Unternehmung zu erklaren: Wir werden zeigen, dass jede Bewegung als Produkt von hochstens drei
Spiegelungen geschrieben werden kann. Wir werden sehen, dass diese Definition zweckmdfig ist ... Der Zeiten-
wechsel verweist darauf, dass der Beweis den Leser durch eine Handlungsfolge fuhrt, Gber die er berichtet.

1.3 Fachausdriicke und fachliche Symbole

»Was féllt Ihnen zum Thema Mathematik ein?* Stellt man diese Frage einem nicht fachkundigen Publikum, so
kann man verschiedene Antworten erhalten: “a? + 5% = ¢, ,,Dort verwendet man x, yund z...*, ,,Da kommen
Wurzeln, Sinus und Logarithmus vor..."“.

Das Gemeinsame in diesen AuBerungen ist offensichtlich, dass Mathematik durch Hinweise auf die Sprache der
Mathematik, insbesondere die Verwendung von Symbolen und Fachausdriicken beschrieben wird. Natirlich
haben auch die Texte anderer Wissenschaften charakteristische Merkmale, wie etwa das Vorkommen von For-
meln der Gestalt H,O oder C¢Hg unschwer an Chemie denken lasst. Eine Einfiihrung in die wissenschaftliche
Beschreibung von Fachsprachen bietet etwa FLUCK (1985). Gleichwohl ist der Gebrauch spezieller Symbole und
Diagramme so typisch fur einen mathematischen Text, dass auch ein in Indonesisch geschriebener mathemati-
scher Text, wie das nachfolgende Beispiel, weltweit als mathematischer Text erkannt wird:

o Garislurus y = ax + 3 melalui titik tetap (0,3) dengan keceruan a.

Die meisten Mathematiker werden erraten, dass von einer Geraden durch den Punkt (0;3) mit Steigung a die
Rede ist, auch wenn sie sonst der indonesischen Sprache nicht méchtig sind. Die klassischen Beweisfiguren zum
Satz des Pythagoras kénnen in einem Schulbuch in Deutsch oder Japanisch, Tamil oder Arabisch verstanden
werden. Der an Symbolen arme originale Text aus den Elementen des Euklid ist hingegen ohne Kenntnisse des
Griechischen nicht verstandlich:

Ev rtoic opboywvioic tpiywvois to amo tng NV 0pONV yoviav LITOTEIVOLCNG
TAEVPAS TETPAY®VOV 10OV 0TI TOIS QO TV TNV 0pOny yoviav TEPLEYOLOMV
mAevpor tetpaywvols Ecotw tprywvoyv opboywvioy to ABIT opfnyv eyov tnv vro BAT
yoviav Agyw ott 1o arno ts BI tetpaywvov icov cori toic armo twv BA, AT
teTpaywvoig. [Euclidis Elementa Liber 1,47 (EUKLEIDES 1969)].

Ubersetzt: In den rechtwinkeligen Dreiecken ist das Quadrat iiber der dem rechten Winkel gegeniiberliegenden
Seite gleich den Quadraten tber den rechten Winkel umfassenden Seiten. Sei ein rechtwinkeliges Dreieck das
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[Dreieck] ABI', welches den rechten Winkel bei BAT" hat, so sage ich, dass das Quadrat tber der [Seite] BI"
gleich ist den Quadraten iber den [Seiten] BA, AT

Gerade in der "hoheren™ Mathematik kdnnen wesentliche Inhalte durch Formeln gewissermalien "nonverbal”

ausgedriickt werden:
dsinx

=cosx oder jw:jdw.

dx A A
Die korrekte Versprachlichung komplexer Formeln kann oft schwierig sein, und zwar nicht nur fiir Schiler oder
Studenten, sondern auch flr professionelle Mathematiker, wenn sie ndmlich in einer Fremdsprache vortragen

mussen.

In einem Text, in dem ein Mathematiker fachliche Begriffe erkléart, mathematische Lehrsatze formuliert und
begriindet, die Losung eines mathematischen Problems darlegt oder einen gréfReren fachlichen Zusammenhang,
etwa ein geschlossenes mathematisches Theoriegebiet, darstellt, erkennt man in der Regel deutliche Unterschie-
de zwischen der dort verwendeten Sprache und der Sprache, wie sie in anderen Wissensbereichen, in der Bellet-
ristik oder in der alltdglichen Kommunikation verwendet wird. Gleiches trifft zu, wenn man einen Mathematiker
Uber sein Fachgebiet vortragen hért. Allerdings ist die mathematische Fachsprache keineswegs eine eindeutig
definierbare, in sich geschlossene und starr angewendete Sprachform. Vielmehr lassen sich Ausprégungen wahr-
nehmen, die sich, in Anpassung an den jeweiligen Arbeitsgegenstand und die jeweiligen kommunikativen Situa-
tion, hinsichtlich verschiedener Merkmale erheblich voneinander unterscheiden kénnen. Die mathematische
Fachsprache unterlag und unterliegt auch historischem Wandel. Die Besonderheiten der mathematischen Fach-
sprache wurden schon in mehrfach beschrieben; stellvertretend fiir viele Arbeiten, die dieses Thema in etwas
breiterer Perspektive behandeln, seien genannt: DALE & CUEVAS (1987), GRIESEL (1978), HALLIDAY (1974),
MAIER & BAUER (1978), PiMm (1987), LABORDE (1990), MUNRO (1990), SCHWEIGER (1993a, 1993b und
1996b).

Die Ubergange von der Alltagssprache zu einer mehr und mehr fachlichen Sprache des Mathematikers sind flie-
Rend und stetig. Im Folgenden soll in idealtypischer Weise aufgezeigt werden, welche Elemente und Strukturen
bei diesem Ubergang hauptséchlich eine Rolle spielen.

1.3.1 Fachworter

Auf der Ebene der kleinsten bedeutungstragenden Einheiten fallen zundchst lexikalische Unterschiede ins Auge.

In der mathematischen Sprache werden "Fachausdriicke" verwendet. Damit kann dreierlei gemeint sein, was

deutlich voneinander unterschieden werden sollte:

— die Verwendung von Wortern, die in der Alltagssprache nicht vorkommen. Beispiele: Primzahl, Divisor,
Dezimalbruch, Ungleichung I6sen, Hypotenuse, Parallelogramm, Vektor, Sinus, Logarithmus, addieren, or-
thogonal, Matrix, ...

— die Verwendung von Wértern, die auch in der Alltagssprache in gleicher oder &hnlicher Bedeutung vorkom-
men. Beispiele: Gerade, Dreieck, Quadrat, ...

— die Verwendung von Lexemen der Alltagssprache in einer, von der dort (iblichen abweichenden Bedeutung,
wobei eine ndhere Analyse oft eine gemeinsame Herkunft blof3legt: Produkt *‘Ergebnis einer Multiplikation
oder einer algebraischen Konstruktion’ bzw. ‘Ergebnis eines Herstellungsprozesses’, rational (als Adjektiv
im Syntagma rationale Zahl oder rationale Funktion bzw. ‘vernlnftig’; in beiden Féllen auf lat. ratio zu-
riickgehend, welches sowohl ‘Verhdltnis’ wie ‘Vernunft’ bedeuten kann). Kulturgeschichtlich interessant
sind LehnUbersetzungen, wie z. B. Wurzel aus lat. radix Uber arab. gidr aus ai. miila, wobei es auch manch-
mal zu Fehlern gekommen ist. Das Lehnwort Sinus (aus lat. sinus von arab. gaib ‘Busen’) ist aus altind. jyd

‘Sehne (eines Bogens, die einen Winkel misst)’ entstanden.
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Ebenso interessant sind Neuschdépfungen durch Mathematiker, in denen ein metaphorischer Gebrauch erkennbar
ist: Ring (als algebraische Struktur: geschlossen wie ein Ring, da Addition und Multiplikation nicht hinausftih-
ren), Integral (als Synonym fiir Stammfunktion: die durch Ableitung verdnderte Funktion wird wieder ,,ganz*
[lat. integer] gemacht, das heilRt wiederhergestellt), Apfelmdnnchen (anschaulicher Name fir die Mandelbrot-
menge, die durch die Chaosforschung populdr wurde).

a) Arten von Fachwortern

Als mathematische Fachausdriicke in dem oben beschriebenen Sinn werden verwendet:

— Substantive zur Bezeichnung mathematischer Objekte (z. B. Summe, Trapez, Polyeder, Gleichung, Relation,
Funktion, Polynom, Ring, Kérper, usw.)
Zunéchst wurden Objekte unseres Denkens bezeichnet, die anschaulichen Gegensténden entsprechen: Drei-
eck, Kreis, Parabel, gerade Zahl, Wurzel aus 2 (Seitenlange eines Quadrats mit doppeltem Flacheninhalt),
Sinus von a,, etc. Dabei gibt es sogar bedauerliche Liicken, die trotz vieler guter Ideen nicht gefullt wurden:
Im Gegensatz zu den trigonometrischen Funktionen oder zur Logarithmusfunktion gibt es z. B. keinen Stan-
dardnamen und keine Standardbezeichnung fir eine so gebréauchliche Funktion wie £ (x) = x* (auch das um-
fangreiche DIN-Taschenbuch 202 macht in der Ausgabe 1994 dafiir keinen Vorschlag).
Natrlich hat hier schon frilhzeitig eine Bildung von Klassen eingesetzt: Dreiecke und Vierecke sind Beispie-
le fiir Vielecke, Sinus von o, und Wurzel aus x sind Beispiele fur Funktionen, Kreis und Parabel Beispiele fur
Kurven. Aber es ist ein Kennzeichen der modernen Mathematik, dass im Vordergrund Strukturen (also Men-
gen von Objekten) stehen, deren Elemente fiir sich keinen eigenen Namen mehr haben. Die Zahlbereiche
(natiirliche, ganze, rationale, reelle Zahlen usw.) werden nach ihren Elementen benannt. Fur die Elemente
einer Gruppe oder eines Ringes gibt es aber keine eigenen Namen. Die Elemente eines ,,abstrakten* Vektor-
raums heien (nach ihren Vorlaufern aus Physik und Geometrie) Vektoren, die Elemente des Dualraumes
werden aber lineare Funktionale genannt.

— Adjektive zur Bezeichnung von Eigenschaften mathematischer Objekte (z. B. ungerade, rational, rechtwin-
kelig, kommutativ, transitiv, differenzierbar, ...).
In semantischer Hinsicht unterscheidet man oft zwischen relativen und absoluten Adjektiven (siehe HENT-
SCHEL & WEYDT 1994). Klein ist ein relatives Adjektiv, denn ein kleiner Elefant ist vielleicht klein im Ver-
gleich zu anderen Elefanten, aber immer noch groRer als eine Ameise. In der Mathematik werden diese Ad-
jektive meist nur metaphorisch verwendet: In der Figur ist ein kleines Dreieck erkennbar. Hingegen ist prim
ein absolutes Adjektiv, ebenso wie stetig, rechtwinkelig, ...
Es ist allerdings zu beachten, dass nicht alle Adjektive spezifizierend verwendet werden, d. h. im streng logi-
schen Sinn eine Teilklasse der betrachteten Klasse aussondern: Eine gerade (naturliche) Zahl ist eine speziel-
le nattrliche Zahl, namlich eine Zahl, die durch 2 teilbar ist. Rationale Zahlen sind keine speziellen (naturli-
chen) Zahlen, sondern bezeichnen gegentber den natirrlichen Zahlen neue Objekte. Naturlich kann man unter
Zahl allgemein reelle Zahl verstehen; dann ist eine rationale Zahl eine spezielle Zahl. Diese Deutung ist im
Aufbau der Zahlbereiche, zumindest im Schulunterricht, nicht tiblich. Ahnliches gilt auch fiir die Bezeich-
nung komplexe Zahl. Erst wenn man einen Zahlbegriff festgelegt hat, der auch den Begriff KOMPLEXE ZAHL
umfasst, kann man komplexe Zahlen als spezielle Zahlen definieren. Dennoch ist die Bezeichnung komplexe
Zahl sinnvoll, wenn man damit andeuten will, dass komplexe Zahlen gewisse Eigenschaften mit anderen
Zahlbereichen teilen.
Adjektive kdnnen auch beifligend gebraucht werden: FREUDENTHAL (1973, S. 584) meint, dass eine geordne-
te Gruppe keine Gruppe sei, sondern ein Paar, bestehend aus Gruppenstruktur und Ordnungsstruktur. Damit
héatte er Recht, wenn Adjektive nur spezifizierend gebraucht werden dirften; aber unsere Sprache verhalt sich
nicht so: Eine gut gekleidete Dame wére dann keine Dame, sondern (mathematisch gesehen) ein Paar aus
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Dame und Kleidung. Er schreibt auch, dass eine Galoissche Gruppe keine Gruppe sei, sondern ein Funktor
(d. h. durch die Zuordnung zu einer Korpererweiterung wird eine Gruppe zur Galoisschen Gruppe dieser
Korpererweiterung). Dann ist aber ein Zugpferd auch kein Pferd, denn nur solange es vor dem Wagen oder
Pflug gespannt ist, tritt es als Zugpferd auf.

In der mathematischen Kommunikation sind auch eher widerspriichlich anmutende Beifiigungen méglich
und wohl auch hilfreich. Dies trifft vor allem fir sogenannte resultative Adjektive zu: Ein Rhombus ist ein
verschobenes Quadrat: Natirlich ist ein Rhombus kein Quadrat, aber er kann aus einem Quadrat durch eine
affine Abbildung gewonnen werden, die die Seitenldangen des Quadrates nicht verandert (wohl aber die Win-
kel). Ein Schiefkorper ist ein Korper ohne Kommutativgesetz: Streicht man aus der Liste der einen Korper
bestimmenden Axiome das Kommutativgesetz, so erhalt man die Definition eines Schiefkdrpers. In all diesen
Féllen ist das neue Objekt das Resultat von verédndernden Handlungen oder Prozessen: Wein ist vergorener
Traubensaft, aber eben kein Traubensaft mehr. Auch ein abgebranntes Haus ist eben leider kein Haus mehr.
Adjektive kdnnen auch explizierend verwendet werden, d. h. sie driicken eine Eigenschaft aus, die in der Be-
deutung des Nomens mehr oder minder schon enthalten ist: der weite Ozean. In der knappen Ausdrucksweise
der Mathematik werden aber solche Ausdriicke eher vermieden. Es gibt Adjektive (skalenbildende Adjektive
genannt), die mit reellwertigen Funktionen (zumeist Messwerten) zusammen verwendet werden kdnnen, wie
grof3, lang, diinn, teuer, heif3, ... Werden sie polar gebraucht, wird das Gegenteil zumeist durch ein eigenes
Wort ausgedriickt: grofs - klein, lang - kurz, dick - diinn,... Ahnlich verhalt es sich bei Komparativen, durch
die zweistellige Relationen beschrieben werden: grofier - kleiner, hoher - niedriger,... Beim skalenspezifi-
schen Gebrauch, wie etwa ein Blatt Papier ist 0,1 mm dick (d. h. diinn!), diese Maus ist 5 cm lang (eigentlich
nicht lang!), wird in der Regel nur ein Wort dieser Polaritat verwendet. Naturlich gibt es hier stilistisch be-
dingte Ausnahmen: Der Schrifisteller N.N. ist fiinfzig Jahre jung. Aber schon in der Geburtenstation ist es
Ublich zu sagen: Dieses Baby ist zwei Tage alt. Manche Adjektive dieser Art werden nur selten zusammen
mit Zahlenwerten verwendet. Statt Dieses Buch ist 5 € teuer formuliert man eher Dieses Buch kostet 5 €. Bei
Temperaturen sagt man meist nur Heute hat es 5° (Celsius) statt Heute ist es 5° (Celsius) kalt. (Als linguisti-
sche Studie zu diesem Thema sei auf VARNHORN 1993 verwiesen.)

Eine Eigentlimlichkeit der hoheren Mathematik ist ferner die Verwendung einiger weniger Adjektive mit e-
her unbestimmter Bedeutung: reguldr, normal,.... Eine regulére Matrix und ein reguléres Polyeder haben we-
niger gemeinsam als ein grines Krokodil und ein griines Blatt. Eine reguldre Matrix stellt ja gewissermafien
den ,,Normalfall“ dar (als Gegensatz zu einer singuldren Matrix, also einer Matrix, deren Determinante ver-
schwindet). Hingegen ist ein reguldres Polyeder eine besonders harmonische Ausnahmeerscheinung unter
den Polyedern. Es gibt im 3-dimensionalen Raum ja auch nur fiinf regulare Polyeder (genauer funf Typen re-
gulérer Polyeder): Tetraeder, Wiirfel, Oktaeder, Dodekaeder und lkosaeder. Ein nicht-reguldres Polyeder
wird nicht als singuléres Polyeder bezeichnet.

Verben zur Bezeichnung mathematischer Handlungen (subtrahieren, differenzieren, zuordnen, den grofiten
gemeinsamen Teiler bestimmen, punktspiegeln, scheren, potenzieren, integrieren, ...)

In der Linguistik werden Verben semantisch nach Handlung, Vorgang und Zustand klassifiziert. Handlungs-
verben, bei denen das Subjekt ,,handelt”, regieren meist ein Objekt. Sie werden in mathematischen Texten
vor allem metasprachlich verwendet: wir konstruieren, schneiden, berechnen, differenzieren,... Der fach-
sprachlichen Verwendung liegt ndmlich die Vorstellung zugrunde, dass mathematische Gegensténde selbst
wie Subjekte handeln: die Gerade schneidet den Kreis, 2 teilt 12, ... Die Einteilung in Vorgangsverben (fal-
len, wachsen, ...) und Zustandsverben (stehen, wohnen, ...) ist unscharf und kontextabhangig. Fachsprachlich
gibt es eigentlich nur Zustande, denn der Satz 2 teilt 12 beschreibt kein Geschehen, sondern einen Zustand
(eine Eigenschaft der natirlichen Zahlen), ebenso Jede Gerade schneidet eine kubische Parabel in héchstens
drei Punkten, die Tangensfunktion steigt monoton, die Folge konvergiert nach Null, ... Viele dieser Eigen-
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schaften konnen nun durch entsprechende Téatigkeiten erkannt oder Uberpriift werden: 2 teilt 12 durch Divi-
dieren, jede Gerade schneidet eine kubische Parabel in héchstens drei Punkten durch Zeichnung oder Rech-
nung, usw. Die berihmte Formulierung Ve > 03 N = N(¢)... ist eine Ubersetzung des ,,dynamischen*
Konvergierens in eine ,,statische” Beschreibung.

In der mathematischen Sprache findet man h&ufig Modalverben wie diirfen, kénnen, mogen, miissen, sollen,
wollen; man kann beweisen, wir wollen zeigen, man darf nicht durch Null dividieren, man muss vorausset-
zen, man soll vorher iiberlegen.

Einige weitere Beobachtungen zur Verwendung von Verben werden im Kapitel Zur Syntax und Semantik der
mathematischen Fachsprache angefligt werden.

Zahlwdrter als Wortklasse, an die man am ehesten denkt, wenn von Mathematik die Rede ist. Hierher geho-
ren Grundzahlworter und davon abgeleitete Bildungen: minus fiinfundzwanzig, Ordnungszahlwdrter der
sechste und Bruchzahlen drei Viertel. Den Zahlwortern ist als Anhang 2 ein eigener Abschnitt gewidmet.
Ausdriicke fur Beziehungen zwischen mathematischen Objekten (z. B. gleich, kieiner als, teilbar durch,
parallel zu, kongruent zu, dhnlich zu, achsensymmetrisch zu, ...). Sprachlich gesehen sind es statische Ver-
ben, die im Deutschen aber meist in einem Syntagma der Art ,,Adjektiv + Kopula“ ausgedriickt werden.
Deutlich ist dies bei Ausdriicken, wo ein synonymes Verbum verwendet werden kann — x ist Element von ...
ist bedeutungsgleich mit x gehort zu ... , 18 ist teilbar durch 6 entspricht 6 feilt 18 oder — wo eine anschauli-
che Verstarkung durch ein statisches Verbum erfolgen kann — die Gerade g liegt parallel zur Geraden A. Sta-
tische Verben beschreiben in diesem Sinn das Ergebnis von Vorgangen: Wir ziehen eine zu h parallele Ge-
rade.

Ausdriicke fiir logische Objekte und Beziehungen (z. B., Existenzquantor, Allquantor, Aussage, Aussage-

form, nicht — Negation, und — Konjunktion, wenn... dann — Implikation, genau dann..., wenn — Aquivalenz, ).
Bei den Quantoren handelt es sich um indefinite Pronomina und Adverbien bzw. um Syntagmen, die solche
umschreiben: fiir alle, es gibt ein,... Auch hier unterscheidet sich die Alltagssprache von der mathematischen
Fachsprache. Die Sétze Alle Bleistifte sind rot und Einige Bleistifte sind rot werden eher als widerspruchlich
empfunden, obwohl dies im mathematischen Sinn nicht der Fall ist. Auch muss die verschiedene Verwen-
dung des Artikels im Deutschen erwahnt werden. Der bestimmte Artikel kann etwa referentiell verwendet
werden, d. h. er bezieht sich auf ein Objekt, welches schon genannt wurde oder dessen Referenz sich aus dem
Kontext ergibt: Der Garten meines Nachbarn ist voller Blumen. Die so erhaltene Schneeflockenkurve ist eine
stetige, aber nicht rektifizierbare Kurve. Sehr oft aber wird der bestimmte Artikel generisch verwendet, d. h.
er signalisiert eine Allaussage: Der LOwe ist ein Beutegreifer = Alle Lowen sind Beutegreifer. Die Ellipse ist
ein Kegelschnitt = 4/le Ellipsen sind Kegelschnitte. Der unbestimmte Artikel kann aber ebenfalls generisch
verwendet werden: Ein Lowe ist ein Beutegreifer = A/le Ldwen sind Beutegreifer. Eine Ellipse ist ein Kegel-
schnitt = Alle Ellipsen sind Kegelschnitte. Ansonsten steht der unbestimmte Artikel eben fir unbestimmte
Objekte: Ein Mann steht vor der Tir. Wir sehen hier ein Dreieck. Wie die Beispiele zeigen, bedeutet unbe-
stimmt, dass noch weitere Informationen zur genaueren Festlegung nétig erscheinen.

Den Beziehungen entsprechen sprachlich gesehen Konjunktionen oder eine Folge von Konjunktionen; das
Bestehen dieser Beziehungen wird durch ein Nomen ausgedriickt. Man kann hier auch deutlich den Unter-
schied zwischen mathematischer Sprache und Metasprache erkennen: Das Wort Allquantor gehort zur Meta-

sprache; in einem mathematischen Satz wird die durch den Allquantor beschriebene Beziehung meist durch
fiir alle oder zu jedem/ zu jeder ausgedrickt: Fiir alle reellen Zahlen x und y gilt das Gesetz x+y =y +x.

Schreibt man dieses Gesetz in der Form Vx, y: x+ y = y + x, S0 wird man natirlich auch sagen ,,V ist der

Allquantor* (statt korrekter: ,, vV bezeichnet den Allquantor*).
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b) Konjunktionen

Die zuletzt besprochenen Ausdriicke stellen einen Teilbereich dessen dar, was man in der Linguistik Konjunkti-
onen nennt. Sie werden dort nach ihrer syntaktischen Funktion in koordinierende (und, oder, aber), subordinie-
rende (weil, dass, obwohl, denn) und Infinitivkonjunktionen (um zu, ohne zu) eingeteilt. Morphologisch unter-
scheidet man einteilige (und, oder, aber) von mehrteiligen (entweder...oder, wenn...dann). Fir mathematische
Texte am wichtigsten ist indes die semantische Klassifikation.

Additive und disjunktive Konjunktionen:

Die wichtigste additive Konjunktion ist und. Nur wenn vollstdndige Satze verbunden werden, entspricht die
Verwendung dieser Konjunktion einigermalRen der logischen Konjunktion: Die Zahl 2 ist gerade und die
Zahl 2 ist eine Primzahl. Durch Tilgung des ko-referentiellen gemeinsamen Subjektes im zweiten Satz ent-
steht: Die Zahl 2 ist gerade und eine Primzahl. Auch eine Konstruktion wie Die Ellipse ist ein Kegelschnitt
und die Hyperbel ist ein Kegelschnitt. kann verkirzt werden, indem das gemeinsame Prédikat (samt Kopula)
im ersten Teilsatz getilgt wird. Daftir muss aber das Pradikat (samt Kopula) in den Plural gesetzt werden: Die
Ellipse und die Hyperbel sind Kegelschnitte. Anderes Beispiel: Ich konstruiere ein Dreieck und ich kon-
struiere den Umbkreis. Verkirzt ergibt das: Ich konstruiere ein Dreieck und den Umkrelis.

Die Koordinierung von Nebensétzen oder Attributen mit anschlielender Tilgung kann ein anderes Resultat
ergeben. Die Satze Es gibt Dreiecke mit einem rechten Winkel und Es gibt rechtwinkelige Dreiecke sind of-
fenbar bedeutungsgleich. Ebenso die beiden Sétze Es gibt Dreiecke mit einem stumpfen Winkel und Es gibt
stumpfwinkelige Dreiecke. Koordiniert man die beiden Sétze mit und und tilgt gemeinsame Satzteile, so er-
gibt sich der Satz Es gibt rechtwinkelige und stumpfwinkelige Dreiecke. Er kann als richtig akzeptiert werden
(moglicherweise wird er aber unter Hinweis, dass es auch spitzwinkelige Dreiecke gibt, als falsch bezeich-
net!). Der durch Tilgung entstehende Satz Es gibt Dreiecke mit einem rechten Winkel und mit einem stumpfen
Winkel wird von Mathematikern aber als falsch bezeichnet, denn das gleichzeitige VVorkommen eines rechten
Winkels und das VVorkommen eines stumpfen Winkels in einem Dreieck ist nicht méglich. Ein richtiger Satz
entsteht aber, wenn man mit oder koordiniert und hernach verkiirzt: Es gibt Dreiecke mit einem rechten Win-

kel oder mit einem stumpfen Winkel.

Die wichtigste disjunktive Konjunktion ist oder. Es wird oft darauf hingewiesen, dass man zwischen dem
ausschlieenden Gebrauch (verstarkt entweder ... oder bzw. bei Verneinung weder ... noch) und dem nicht
ausschlieRenden Gebrauch, der der logischen Verknupfung der Disjunktion entspricht, zu unterscheiden ha-
be. Wie aber gezeigt wurde, kann oder aus der Koordinierung zweier mit und verbundenen Satze entstehen.
Mathematisch ware ja auch der Satz Es gibt Dreiecke mit einem rechten Winkel oder es gibt Dreiecke mit ei-
nem stumpfen Winkel. akzeptabel. Er hat aber fast unvermeidlich die ausschlieBende Lesart und ist dann un-
zutreffend.

Die Konjunktionen und bzw. oder kdnnen austauschbar sein, insbesondere wenn sie an verschiedenen Stellen
des Satzes auftreten: Ich trinke gerne weifsen und roten Wein = Ich trinke gerne weifsen oder roten Wein. In
Italien gibt es weiflen und roten Wein = Der Wein in Italien ist weif3 oder rot. Jeden Tag gibt es weiflen und
roten Wein = Jeden Tag gibt es weiflen oder roten Wein. Dieses Problem ist nur fiir n = 1 und n = 2 lésbar =

Nur wenn n =1 oder n = 2 ist, ist dieses Problem losbar.

Wenn das Wort und die Bedeutung einer Aufzéhlung der moglichen Falle hat, so kommt es sogar dazu, dass
die Phrase es gibt die logische Bedeutung fiir alle einschlielt: Es gibt spitzwinkelige, rechtwinkelige und
stumpfwinkelige Dreiecke (= Jedes Dreieck ist entweder spitzwinkelig, rechtwinkelig oder stumpfwinkelig).
Es soll ausdriicklich betont werden, dass die Interpretation als vollstandige Aufzédhlung vom Kontext bzw.
der Semantik der vorkommenden Ausdriicke abh&ngt und kein syntaktisches Merkmal ist, wie der Vergleich
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der folgenden Sétze zeigt: In dieser Schule wird Englisch, Latein und Franzosisch unterrichtet (vermutlich
ist diese Aufzéhlung vollstandig!). In Finnland spricht man Finnisch und Schwedisch (dies trifft fur fast alle
Teile der Bevdlkerung zu). In Afrika leben Giraffen, Zebras und Elefanten (aber auch Léwen und viele ande-
re Tiere).

Adversative Konjunktionen (aber, allein, doch, jedoch, sondern, nur):

Man beachte, dass die Verwendung von sondern nur mdglich ist, wenn der vorangehende Satz oder Satzteil
eine Negation enthélt: 51 ist keine Primzahl, sondern durch 17 teilbar. Das Fehlen einer (vermuteten) Impli-
kation wird durch aber signalisiert. Oft wird so ein Gegenbeispiel formuliert: 2 ist eine Primzahl, aber gera-
de. Man konnte ja voreilig meinen, dass alle Primzahlen ungerade sind. Die Logarithmusfunktion ist keine ra-
tionale Funktion, aber ihre Ableitung ist eine rationale Funktion. Man kdnnte vermuten, dass die Stamm-
funktionen rationaler Funktionen wieder rational sind.

Finale Konjunktionen (damit, um zu) und kausale Konjunktionen (weil, da):
Die Verwendung in der mathematischen Fachsprache ist vorwiegend die Begriindung einer Definition, eines
Verfahrens, eines ndchsten Schrittes: Die Erweiterung der natiirlichen Zahlen zur Menge der ganzen Zahlen

erfolgt, damit die Subtraktion ohne Einschrdnkung méglich wird. Um zu besseren Niherungen zu gelangen,
kann das Verfahren wiederholt werden. — Weil die Subtraktion nicht fiir alle Paare natiirlicher Zahlen
durchfiihrbar ist, erweist sich die Einfiihrung der ganzen Zahlen als hilfreich. Da die Folge der Niherungs-
werte konvergent ist, kann man auf diese Weise beliebig gute Niherungswerte erhalten. Mit kausalen Kon-
junktionen konnen auch Implikationen in der Form von Handlungsanweisungen ausgedriickt werden: Weil
der Faktor A nicht verschwindet, kénnen wir durch A dividieren. Dieser Satz enthdlt eine Implikation wie:
Wenn A-B=A-Cund A#0,soistB=C.

Konditionale Konjunktionen (wenn, falls, sofern, dann und nur dann ... wenn, genau dann ... wenn, nur

wenn):

Dem Mathematiker ist der Bedeutungsunterschied der nachfolgenden drei Sétze klar: Wenn es morgen reg-
net, gehe ich ins Kino. Nur wenn es morgen regnet, gehe ich ins Kino. Genau dann, wenn es morgen regnet,
gehe ich ins Kino. Man hat zwei Aussagen o = Es regnet morgen und p = Ich gehe ins Kino. Die genannten
Sétze haben die logische Gestalt: o = B, p = a und o < .

Es gehort zu den auffallenden Erscheinungen im Ubergang von der Alltags- zur Fachsprache, dass die durch
wenn bzw. wenn ... dann ausgedriickte Implikation, so oft mit einer Aquivalenz verwechselt wird. Lassen
sich dafiir plausible Griinde finden? Wenn ist zunéchst eine temporale Konjunktion. Die Aufeinanderfolge
von Zeitablaufen kénnte das Modell fur die kausale Beziehung und sodann das Modell fiir die logische Be-
ziehung der Implikation gewesen zu sein: Wenn Wolken aufziehen, wird es regnen. Wenn die Nacht herein-
bricht, wird es kalt. Wenn Achilles schneller als die Schildkrote ist, wird er sie rasch einholen. Die folgenden
Sétze unterscheiden sich semantisch aber kaum: Weil Wolken aufziehen, wird es regnen. Da die Nacht he-
reinbricht, wird es kalt. Da Achilles schneller als die Schildkrite ist, wird er sie rasch einholen. ES ist aber
folgendes zu bemerken. Die Aussagen Wenn Wolken aufziehen, wird es regnen bzw. Weil Wolken aufziehen,
wird es regnen sind offenbar in gewissen Klimazonen empirisch richtig. Da es aber nur regnen kann, wenn
Wolken aufziehen, ist auch die Aussage Genau dann wenn Wolken aufziehen, wird es regnen akzeptabel.

Bei Schonwetter sind auch die Aussagen Wenn die Nacht hereinbricht, wird es kalt und Weil die Nacht he-
reinbricht, wird es kalt zumeist zutreffend. Da es aber tagsiiber warm ist, gilt die Umkehrung: Wenn es kalt
wird, ist die Nacht hereingebrochen. Auch der Satz Wenn Achilles schneller als die Schildkrote ist, wird er
sie rasch einholen legt den Umkehrschluss nahe. Wenn Achilles die Schildkrote einholt, so ist das doch ein
Beweis daflir, dass Achilles eben schneller als die Schildkrote ist.
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Auch die in allen empirischen Wissenschaften tibliche reduktive Schlussweise, beruht ja nur auf der Plausibi-
litdt eines Umkehrschlusses. Wenn ein Gesetz eine bestimmte Form hat, so miissen Messungen die und die
Resultate ergeben. Ergeben nun viele Messungen die erwarteten Resultate (und ist die Zahl der abweichen-
den Resultate gering oder deren Auftreten ,erklarbar®), so gilt das Gesetz als ,,bewiesen®. Auch in der Ma-
thematik ist diese Schlussweise heuristisch brauchbar und nitzlich. Messungen an vielen Dreiecken erwe-
cken den Verdacht, dass die Winkelsumme 180° betragt - aber dies ist kein Beweis. Alle Rechnungen deuten
darauf hin, dass jede gerade Zahl als Summe zweier Primzahlen geschrieben werden kann (,,Goldbachsche
Vermutung*), aber bis heute ist kein Beweis bekannt. Lange glaubte man, dass eine ebene stetige Kurve die
Dimension 1 hat, bis Peano zeigte, dass eine stetige Kurve ein Quadrat ausfiillen kann (und wie man heute
weil, auch ein Fraktal sein kann, d. h. letztlich jede Zahl zwischen 1 und 2 als Dimension auftreten kann).

Naturlich gibt es auch im Alltag Félle, wo die Korrelation zwischen Nebensatz und Hauptsatz gering ist, so
dass die Umkehrung nicht naheliegt: Wenn die Ziindspule schadhaft ist, springt der Motor nicht an (aber es
sind viele andere Ursachen denkbar). Wenn du zu viel trinkst, bekommst du Kopfweh. Die ,,Umkehrung* wird
dann zumeist als Vermutung formuliert: Wenn der Motor nicht anspringt, kénnte es an der Ziindspule liegen.
Erzdahl’ mir nichts vom schlechten Wetter,; du hast bestimmt Kopfweh, weil du viel getrunken hast.

Im heutigen Deutsch gibt es allerdings gewisse Unterschiede im Gebrauch der Tempora: Bei einer zeitlichen
Aufeinanderfolge ist der Nebensatz in der Regel vorzeitig, d. h. steht der Nebensatz in der Gegenwart, so
steht der Hauptsatz in der Zukunft (allerdings wird vor allem umgangssprachlich das Prasens statt des Futurs
verwendet): Wenn Wolken aufziehen, wird es regnen bzw. Wenn Wolken aufziehen, regnet es. Bei der Um-
kehrung ist der Nebensatz nachzeitig, d. h. so dass meistens der Hauptsatz in der Gegenwart und der Neben-
satz in der Vergangenheit steht: Es regnet, weil Wolken aufgezogen sind. (Es ist aber auch der Satz Es regnet,
weil Wolken aufziehen moglich). Hingegen ist bei logischen und als gesetzm&Rig angesehenen kausalen Be-
ziehungen die Gleichzeitigkeit Ublich: Wenn das Quadrat einer ganzen Zahl gerade ist, so ist diese Zahl ge-
rade. Oder: Weil Wasser bei 4° die grifite Dichte besitzt, frieren Teiche und Seen nicht so schnell ein.* Und
nicht: *Weil Wasser bei 4° die grofste Dichte besafs, frieren Teiche und Seen nicht so schnell ein. Weil ich die
Sache nochmals iiberdachte, habe ich dir Rechnung nochmals angesehen. Weil die Solarzelle ausfiel, sendet
der Satellit keine Daten mehr. Weil ich keinen Fehler machen will, rechne ich alles zweimal. Weil Phosphor
leicht brennbar ist, muss man damit vorsichtig umgehen. Hingegen wird bei einmaligen kausalen Verkettun-
gen auch das Muster der Vorzeitigkeit des Nebensatzes gebraucht (vor allem, wenn der Hauptsatz einen Zu-
stand ausdriickt): Weil wir zu Hause einen schonen Schéferhund hatten, liebe ich Hunde sehr.

Bei Beweisen, die als Erzadhlungen strukturiert sind, wird dieses Muster gebraucht, um auf schon langer zu-

riicklegende Definitionen, Vereinbarungen etc. hinzuweisen: Weil der Bruch 5 aber schon gekiirzt war, er-

halten wir einen Widerspruch.

Bei logischen Zusammenhéngen wiirde eine Vorzeitigkeit des Nebensatzes merkwirdig klingen: Wenn das
Dreieck rechtwinkelig ist, wird der Satz des Pythagoras gelten. Weil das Dreieck rechtwinkelig war, gilt der
Satz des Pythagoras. Tatsachlich klingen diese Satze weniger merkwirdig, wenn sie in einem Beweisablauf
(einer ,,Beweiserzéhlung®) eingebettet sind. Wir erinnern uns an das zuvor gezeichnete Dreieck. Weil das
Dreieck rechtwinkelig war, gilt der Satz des Pythagoras. Sehr hdufig findet man allerdings den Konjunktiv
des Préteritums im Folgesatz, vor allem beim ,,indirekten Beweis". Wenn diese Zahl rational ist, kénnte man

sie als gekiirzten Bruch schreiben. Wenn diese Funktion keine Nullstelle besitzt, wdre die reziproke Funktion

* Es sei an die Verwendung des Zeichens * erinnert. Es hat zwei verschiedene Bedeutungen. In der historischen Sprachwis-
senschaft bezeichnet es eine Wortform, die rekonstruiert wurde, d. h. deren Aussehen aus verschiedenen Argumenten er-
schlossen werden kann, die aber nicht belegt ist (d. h. in keinem uns erhaltenen Text zu finden ist). Anderseits werden mit
dem Stern Wortformen oder Satze bezeichnet, die ,,ungrammatisch* sind oder abweichend erscheinen.



27

in der ganzen Ebene beschrinkt. Durch die Wahl dieses Modus wird signalisiert, dass letztlich das Gegenteil
wabhr ist. Der Konjunktiv des Préteritums hat hier die Funktion eines Potentialis (Wenn es noch schneit, konn-
te ich Schi fahren gehen) oder eines Irrealis (Wenn ich gesund wdre, konnte ich Schi fahren gehen).

— Modale Konjunktionen (indem, wie, ohne dass, ohne zu):

Diese Konjunktionen werden vor allem auf einer metasprachlichen Ebene verwendet: Man beweist diesen
Satz, indem man zuerst den Fall eines gleichseitigen Dreiecks untersucht. Man kann nichteuklidische Geo-
metrie schwer verstehen, ohne dass man vorher euklidische Geometrie studiert hat. Dieses Dreieck sieht so

aus, als ob es rechtwinkelig wire.

— Konzessive Konjunktionen (obwohl, obgleich, ...), temporale Konjunktionen (vorzeitig: nachdem, seit(dem),
als, wenn, als, wdhrend, sooft; nachzeitig: bevor, bis, ehe) und konsekutive Konjunktionen (so .. dass, so

dass, zu ... als dass):
Diese finden in der Fachsprache wenig Verwendung. Aber sie kommen im Gespréch in der Klasse oft vor:
Obwohl ich viel gelernt habe, ist die Schularbeit danebengegangen. Obwohl das Problem leicht aussieht, ist

es sehr schwierig.

— Konjunktionaladverbien

Eine besondere Gruppe sind die Konjunktionaladverbien, die wie Konjunktionen Satze verkniipfen, sich aber
syntaktisch wie Adverbien verhalten. Beispiele sind deshalb, trotzdem, indessen. Sie verknipfen wie koordi-
nierende Konjunktionen Hauptsatze, besetzen aber das ,,VVorfeld“ des Verbums, welches ja im Deutschen in
Hauptsétzen an zweiter Stelle zu kommen hat: Dieses Integral ist ein elliptisches Integral; deshalb kann es
nicht elementar ausgewertet werden. In der Umgangssprache hat trotzdem zum Teil die Funktion von obwohl
tibernommen.

¢) Entstehung von Fachwortern

Eine interessante historische und didaktische Fragestellung ist, wie es zum Aufbau eines ,,mathematischen Re-
gisters* (siehe Kapitel 1.1) kommt. Im historischen Wandel der mathematischen Fachsprache wurden immer
wieder neue Fachwdorter gebildet. Dabei wird von verschiedenen Mdéglichkeiten der Wortbildung Gebrauch ge-
macht. Man unterscheidet in der Linguistik drei Arten von Wortbildungsprozessen: Zusammensetzung (Kompo-
sition), Entwicklung (Derivation) und Modifikation.

— Wortzusammensetzungen kdnnen bestehen aus zwei Substantiven (z. B. Teilmenge, Vektorraum, Funktions-
term) oder einem — evtl. die Bedeutung einschrdnkenden — Adjektiv und einem Substantiv (z. B. gerade
Zahl, komplexe Zahl, Obermenge), aus Substantiv und Adjektiv (z. B. teilerfremd) oder aus zwei Adjektiven
(z. B. affin linear, gleichmdfig stetig), aus zwei Verben (z. B. drehstrecken) oder einem Substantiv und ei-
nem Verb (z. B. Wurzel ziehen, Gleichung losen).

Bei der Wortzusammensetzung ist zu beachten, dass durch die Zusammensetzung verschiedenste semanti-
sche Rollen realisiert werden. Diese kénnen etwa sein: Pradikat, z. B. bei Quadratzahl (eine Zahl, die Quad-
rat einer anderen Zahl ist); Instrument bzw. Art und Weise, z. B. Dezimaldarstellung (Zahlen werden durch
Dezimalzahlen dargestellt); Zweck/Ziel, z. B. Rechenregeln (Regeln zum Rechnen) oder Richtungsvektor
(zur Bezeichnung einer Richtung); Objekt, z. B. Integralrechnung (Integrale werden berechnet bzw. unter-
sucht); Herkunft oder Herstellung, z. B. Pyramidenstumpf (dieser entsteht aus einer Pyramide) oder Schnitt-
punkt (dieser Punkt wird durch den Schnitt zweier Geraden festgelegt).

Des Weiteren ist zu beachten, dass Zusammensetzungen bei Fachwortern in der Regel spezifizierend sind. In
diesem Fall kann das Simplex fur das Kompositum eintreten: Eine Deckabbildung ist eine Abbildung (aber
ein Differentialquotient ist in der klassischen Analysis kein Quotient und ein Handschuh kein Schuh).
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— Wortableitung. Substantive kénnen aus Verben abgeleitet werden (z. B. Division von dividieren), aber auch
von Adjektiven (z. B. Ebene von eben, Gerade von gerade Linie oder Variable von variable GroRe). Adjekti-
ve entwickeln sich aus Substantiven (z. B. rechtwinkelig oder gleichschenkelig) oder aus Verben (z. B. diffe-
renzierbar, messbar, rektifizierbar). Ein besonderer Fall sind die vielen Verben auf -ieren (z. B. differenzie-
ren aus Differenz, integrieren aus Integral, konvergieren aus Konvergenz). Viele Fachworter sind aus ande-

ren Sprachen entlehnt, vor allem aus dem Lateinischen (z. B. Subtraktion, Exponent, Volumen) oder aus vor-
handenem lexikalischen Material gebildet (z. B. Homomorphismus aus dem griechischen ouog fir 'der glei-

che'und popgn fir 'Gestalt’).

— Die Modifikation erfolgt bei Substantiven meist mittels Affixe (z. B. Ellipsoid, Paraboloid, Hyperboloid),
bei Adjektiven durch Anfligen von Vor- oder Nachsilben (z. B. differenzierbar, ungerade) und bei Verben
vor allem mittels Vorsilben (z. B. ausklammern, ausmultiplizieren, auflosen). Eine dltere Form der Modifika-
tion von Verben ist etwa die Bildung trdnken (=trinken lassen) zu trinken.

— Als eine besondere Form der Modifikation I&sst sich die in der Mathematik sehr verbreitete Einflihrung von
Abkiirzungen auffassen (z. B. sin, tan, log, In). Dabei gibt es drei Moglichkeiten: Die Abkirzung wird ge-
schrieben, aber das Vollwort gesprochen: usw. gesprochen ‘und-so-weiter’, tan X gesprochen ‘tangens-iks’
die Abkiirzung wird geschrieben und gesprochen (vor allem im mathematischen Jargon): log X, gesprochen
‘log-iks” UNO, gesprochen ‘u-no’, oder die Abklrzung wird geschrieben, aber buchstabiert: bns, gesprochen
‘de-en-es’, In X, gesprochen ‘el-en-iks’.

1.3.2 Fachliche Symbole

In der schriftlichen Darstellung ist die Verwendung zahlreicher Symbole typisch fur die mathematische Fach-
sprache; sie sind als Abkirzungen fur Fachwdrter bzw. fur mathematische Objekte, Eigenschaften, Handlungen
oder Beziehungen bzw. fiir logische Objekte und Beziehung aufzufassen. Dabei gibt es, und das erscheint ty-
pisch fur mathematische Fachsprache, neben Konstanten auch Variablen.

a) Konstanten und Variablen

Konstanten sind Symbole, denen eine feste Bedeutung zugeordnet ist; d. h. sie stehen fiir bestimmte Objekte
bzw. Objektklassen, Eigenschaften, Handlungen oder Beziehungen. Man kann sie daher auch als Namen auffas-
sen. In der nachstehenden Tabelle sind einige Beispiele aufgelistet:

Symbol gesprochen als Symbol gesprochen als

3 drei %) leere Menge
% drei Viertel / teilt

3,05 drei-Komma-null-funf € ist Element von
T pi c ist Teilmenge von
Q rationale Zahlen ) vereinigt mit
+ plus - nicht
)y Summe... v oder

I Integral - wenn..., dann
< ist kleiner als 3 es gibt ein...

In:

ist kongruent zu f Wurzel aus ...
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Variablen sind Zeichen ohne selbstdndige Bedeutung. Sie stehen nicht fur bestimmte Objekte, Eigenschaften,
Handlungen oder Beziehungen. Vielmehr sind sie einem Grund- oder Einsetzbereich (einer ‘Grundmenge’) von
Objekten zugeordnet, dessen Elemente bei passender Gelegenheit an ihre Stelle gesetzt werden kénnen. Somit
kdnnen Variablen als Platzhalter fiir die Elemente einer Menge (bzw. einer Klasse) aufgefasst werden. Zunéchst
handelt es sich um Platzhalter fiir Zahlen, so dass der Begriff PRONUMERALE (in Anlehnung an den Begriff PRoO-
NOMEN, ein Wort, welches fiir ein Nomen stehen kann) sinnvoll erscheint. Die Einfiihrung von Variablen ist ein
schwieriges Problem der Didaktik der Algebra und die Frage, ob eine friihe Verwendung von Variablen sinnvoll
ist, ist wohl noch nicht ausdiskutiert (zu diesem Thema siehe etwa MALLE 1993). Jedenfalls ist GALLIN & RUF
(1993) zu folgen, die fordern, dass die Einflihrung von Variablen unter dem Aspekt ,,Abstraktion als befreiende
Rationalisierung* zu geschehen habe.

Die um die Wende zum 20. Jahrhundert auftauchenden Probleme in den Grundlagen der Mathematik fiihrten zu
einer Unterscheidung zwischen Menge und Klasse, die vereinfacht wie folgt dargestellt werden kann: Eine Men-
ge ist ein Objekt, auf welches die Axiome der Mengenlehre anwendbar sind. Fiir den Schulunterricht geniigt es
zu wissen, dass alle endlichen Mengen, die Zahlbereiche (N, Z, Q, R, C), die geometrischen Raume (Ebene,
Raum) und deren Teilmengen (Menge der Primzahlen; Geraden, Ellipsen,....) in diesem Sinn Mengen sind. Eine
Klasse ist dagegen ein ,,uferloser Bereich; es ist nicht absehbar, was alles dazugehort (z. B. die Klasse aller
Mengen selbst ist keine Menge). Daher muss auch fiir jede in einem mathematischen Ausdruck oder Satz ver-
wendete Variable festgelegt sein, welches ihr zugehdriger Grund- oder Einsetzbereich sein soll. Als Zeichen fir
Variablen benutzt man zumeist Buchstaben des lateinischen, gotischen oder griechischen Alphabets, seltener
auch andere grafische Zeichen.

Variablen entsprechen somit in etwa den Pronomina im System einer natlrlichen Sprache (diese Beobachtung
findet sich bei SPERANZA 1989). Im Textstlick Die junge Frau vergafs ihre Tasche. Sie lag auf der Wiese. kann
sich das Pronomen sie grammatikalisch sowohl auf die Frau als auch auf die Tasche beziehen. Da es im Deut-
schen nur sehr wenige Pronomina gibt, ist es in alltagssprachlichen Texten unvermeidlich, die Pronomina stan-
dig neu zu belegen. Betrachten wir das etwas langere Textstuck: Die junge Frau vergaf3 ihre Tasche. Sie lag auf
der Wiese. Da sie ihren darin befindlichen Paf3 dringend brauchte, lief sie trotz des plotzlich einsetzenden Re-
gens zu ihr zuriick um sie zu holen. Eine Ubertragung in die Regeln des mathematischen Gebrauchs von Prono-
mina wirde darauf bestehen missen, die junge Frau etwa mit X, ihre Tasche mit Y = Y(X) und die Wiese mit Z
zu bezeichnen, so dass wir erhalten kénnten: X vergaf$ Y(X). Y lag auf der Wiese. Da X den in Y befindlichen Pafs
von X dringend brauchte, lief X trotz des plotzlich einsetzenden Regens zu Z zuriick um Y zu holen. In mathema-
tischen Texten sollten innerhalb eines Sinnabschnittes Symbole nur einwertig verwendet werden.

b) Bildung von Symbolen und Symbolsystemen

Der Gebrauch von Symbolen als Konstanten und Variablen in mathematischen Texten beschrankt sich nicht auf

einzelne Zeichen verschiedener Alphabete. Vielmehr werden zumeist aus mehreren solchen Zeichen neue Zei-

chen (manchmal ,,Superzeichen® genannt) gebildet. Im Einzelnen werden z. B. verwendet:

— Tiefgestellte Zahlzeichen oder Buchstaben als Indizes zur Unterscheidung (mdglicherweise) verschiedener
Objekte bzw. Objektklassen, z. B. aj, X3, Yn;

— Andere Formen der Indizierung zum Unterscheiden von Objekten und Objektklassen, z. B. a’, b, g, a,
Ng;

— Hochgestellte Zahlzeichen oder Buchstaben zur Abkiirzung von Produkten gleicher Faktoren bzw. zur Dar-

stellung von Potenzen, z. B. a°,x™,r73;

— Spezielle flachenhaft aufgebaute Symbolsysteme, wie z. B.
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In der Mathematik werden unter anderem folgende Darstellungsmittel zur Bildung neuer Symbole verwendet

(Pimm 1987):

e Reihenfolge (17 ist verschieden von 71)

e Position (23 ist verschieden von 2°)

o relative GroRe (Indizes und Hochzahlen werden meist etwas kleiner geschrieben; ~ steht fir die binére
Operation Durchschnitt, aber [ fiir den Durchschnitt beliebig vieler Mengen)

e Orientierung (M ist verschieden von v, o ist verschieden von <)

e Wiederholung (f’(x) steht fur die erste Ableitung, f’(x) fur die zweite Ableitung einer Funktion).

Zahlzeichen, Operationssymbole und Klammern werden zu Graphemen (,,Schreibfiguren) zusammengestellt,

die oft auch Terme genannt werden. Terme kdnnen aber neben Konstanten auch Variablen enthalten. In der

mathematischen Logik werden Terme meist durch rekursive Definition festgelegt. Fiir den Aufbau dieser Terme

gelten syntaktische und asthetische Regeln, auf die noch eingegangen werden wird. Die Verletzung syntaktischer

Regeln gilt als Verstol? gegen die Norm, z. B. (3x + 4 ist unzul&ssig, nur (3x +4) ist erlaubt (d. h. eine gedffne-

te Klammer verlangt eine entsprechende SchlieRung).

Asthetische Regeln haben eine geringere normative Kraft, aber die Qualitat von mathematischen Textprogram-

men und Druckwerken wird danach beurteilt. Benutzer mathematischer Textprogramme erleben dabei deutlich

die groRe Flexibilitat der raschen handschriftlichen Fixierung gegeniiber dem Gebrauch eines Formeleditors oder

der linearen Eingabe in ein System, welches die Grapheme befehlsgemal aufbaut.

Eine wichtige Klasse von Termen sind die Polynome. Das Wort Polynom ist vermutlich aus griechisch 7oAvg
‘viel’ und vopog *Gesetz; Setzweise, Tonart’ abgeleitet, bedeutet also etwa das *vielgesetzte [Zeichen]’ ; die
russische LehnUbersetzung mnogoclen zu mnogo ‘viel’ und clen ‘Glied’ zeigt dies deutlich.

Terme werden mittels Handlungs- bzw. Beziehungssymbolen wie =, <, =, ¢, < zu Aussagen bzw. — im Fall
von Variablentermen — zu Aussageformen verknipft. Solche Syntagmen dienen nicht mehr — wie die Terme —
der Bezeichnung von Objekten oder Objektklassen, sondern haben die Form von Sétzen.

Es gibt eine ‘“formalistische’ Auffassung von Mathematik, in welcher Mathematik als syntaktisches ‘Spiel” mit
Termen angesehen wird. Die Verlasslichkeit von Rechenanlagen beruht auf dieser Mdglichkeit, die weit Uber
den numerischen Bereich hinaus schon weite Teile der elementaren Algebra und Analysis (,,Computeralgebra®)
und der Logik (,,Automatisches Beweisen®) erfasst hat.

Die Reihenfolge in Symbolketten ist oft nur durch die inhaltliche Bedeutung bestimmt. Diese Reihenfolge kann
der Sprechweise folgen:
V5 “Wurzel aus funf’, a® ‘a-quadrat’, 3 + 4 = 7 “drei und vier ist sieben’, % ‘vier Drittel’: gelesen von oben

nach unten, 3* “drei hoch vier’: gelesen von unten nach oben, [:j ‘n Uber zwei’; die Klammern werden als "0-

ber" gelesen. Gelegentlich folgt sie nicht der Sprechweise: Ixzdx ‘Integral x quadrat d x von Null bis Eins’.
0

Leider ist die Reihenfolge bei der rechnerischen Abarbeitung oder Eingabe in ein Rechengerét oft wieder anders
(z. B. Reihenfolge der Tasten auf dem Rechner oder der Befehle bei symbolischer Algebra).

Dass die Reihenfolge der Quantoren kritisch sein kann, gehort zu den oftmals schmerzlichen Erfahrungen vieler
Mathematikstudenten: Zu jedem ¢ >0 gibt es ein 6 >0... Fehler kdnnen sich auch aus der Mehrdeutigkeit der
Juxtaposition ergeben. Man vergleiche etwa:

28 - 8 =20, 2%—%:2und2x —Xx=x
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Interpretiert man subtrahieren als wegnehmen, so wird im ersten Fall eine 8 weggenommen und durch 0 ersetzt,

im zweiten Fall tatsachlich der Bruch L entfernt, im dritten Fall aber die 2 getilgt (hier ist die Konvention
7

1.x=x nicht hilfreich, so dass eben Schiiler nach dem Muster 2%—% =2 auch 2x—x=2 rechnen).

DORMOLEN (1978) klassifiziert mathematische Symbole als visuelle und verbal-algebraische und charakterisiert
den Unterschied zusammenfassend so (S. 67):

visuelle Symbole verbal-algebraische Symbole
z. B. geometrische Zeichnungen und Diagramme | z. B. Terme und Gleichungen
heben rdumliche Eigenschaften hervor betonen nicht-rdumliche Eigenschaften

wirken zusammenfassend, wodurch die Struktur | wirken analysierend, wodurch Details betont

sichtbar wird werden

relevante Information erfolgt gleichzeitig relevante Information wird zeitlich nacheinander
gegeben

fordern intuitives Denken fordern logisch-deduktives Denken

¢) Konventionen und Grundsatze beim Gebrauch mathematischer Symbole

Die Konventionalitdt sprachlicher Zeichen ist in der Mathematik deutlich erkennbar. Mathematische Symbole

kdnnen beliebig ausgetauscht werden, wenn die Kodierungsregeln vereinbart sind. Die Aussage
d sin x
dx

kann auch in der Form

sin' y = cos y

= COoS X

geschrieben werden. Trotz — oder vielleicht gerade wegen — der beschriebenen Freiheit, gibt es in der Mathema-

tik aber auch eine recht groRe Bereitschaft, sich an Konventionen zu halten und, vor allem bei der Wahl von

Symbolen, gewisse Regeln und Grundsétze zu befolgen. Dies hat praktische und didaktische Griinde: Eine stan-

dige Veranderung von Bezeichnungen erschwert die Verstandigung. Eine treffende und einheitliche Symbolik

indes vermag Ahnlichkeiten aufzuhellen und das Gedéchtnis zu entlasten. Beispiele fur weit verbreitete Festle-

gungen sind

— n fur die Kreiszahl, e fur die Basis der natiirlichen Logarithmen;

— N, Z, Q, Rund C fir die haufig auftretenden Zahlenmengen;

— die Verwendung von Kleinbuchstaben als Variablen flir Zahlen;

— die Verwendung von ¢ und 6 fiir ,,kleine* Zahlen;

— die Verwendung der Relationszeichen =, <, >, <, >, usw.

— die Bedeutung der Operationszeichen +, -, -, :, ¥, I, des Wurzelsymbols v und der logischen Zeichen v,
A,y =, <, 3, YV Usw.;

— die Verwendung von Grof3buchstaben fiir geometrische Punkte, der Buchstaben g und h fiir Geraden und
griechischer Buchstaben fiir Winkel(gréfien),

— die Verwendung der Zeichen || fiir "parallel”, L fiir "senkrecht",  fir "Winkel", ~ fur "&hnlich", = fir "kon-
gruent", = flir identisch, usw.
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Solche Konventionen werden oft weltweit anerkannt und befolgt. Ahnliches gilt fiir die folgenden Prinzipien,
die allerdings nur eine Orientierungshilfe sein kdnnen; eine genaue Zuordnung ist nicht sinnvoll, die Uber-
gange sind zumeist flielend.

Serialisierung

Die vertrauteste Bezeichnung fiir eine "Unbekannte" ist x. Kommen mehrere Variablen vor, so werden, in der
Reihenfolge des Alphabets, meist y und z gewahlt. Reicht das nicht hin, so startet man eine neue Serie, etwa
mit u, v, w. Man kann auch zu x;, x,, xs, .... Ubergehen. Die Tatsache, dass die letzte Zahl einer Zahlfolge
zugleich die Anzahl liefert, wiirde eine Wahl von Variablen in einem Gleichungssystem mit drei Unbekann-
ten wie xy, x3, xg zZumindest merkwirdig erscheinen lassen. Serialisierung mit variablen Indizes eréffnet zu-
satzliche Moglichkeiten: a;, a;+;, aiv2 a3 ... Natiirlich kann ein auf Serialisierung aufgebautes System durch
bereits belegte Zeichen gestort werden. Das Zeichen rt ist das Symbol fir die Kreiszahl und man wird es in
einem Text, wo Konstante vorkommen, meist nicht anderweitig verwenden. Gleichwohl sind in der Gruppen-
theorie 7, p, o, ... als Bezeichnungen fir Permutationen Gblich.

Serialisierung spielt auch bei der Wortbildung eine groRe Rolle. Die Folge der Bezeichnungen Dreieck, Vier-
eck, Fiinfeck, .... ist produktiv und gestattet es, von einem n-Eck zu sprechen. Die Bezeichnungen Homo-
morphismus, Isomorphismus und Homéomorphismus haben die weiteren Bezeichnungen Epimorphismus und
Monomorphismus und letztlich das Wort Morphismus produziert.

Serialisierungen sind gerade am Anfang oft unregelmalig. Die Ableitung der Ordnungszahlwdrter und
Bruchzahlen enthalt zumeist am Anfang einige Stdrungen: erster (zu eins), zweiter (zu zwei), dritter (zu
drei), vierter (zu vier),... Briche mit dem Nenner eins werden gelegentlich als Eintel bezeichnet, was wohl
von n-tel (n-ter Teil) abgeleitet ist. Zum Nenner zwei gehort jedoch Aalb. Ab dann erfolgt eine systematische
Herleitung aus den Ordnungszahlwdrtern nach dem Muster n-tel, wie Drittel, Viertel, Fiinftel, ....

Die Serialisierung entlastet das Gedéchtnis, da sie auf vorgeformte Reihenbildungen zurtickgreift. Sie erhdht
auch die Lesbarkeit eines Textes, indem sie semantische Konfigurationen schafft, die die Interpretation nach-
folgender Textteile erleichtern kénnen (“advanced organizer™). Wenn etwa in einem Text von einem Vektor-
raum ¥ die Rede ist und man plétzlich auf ein W stdf3t, so wird man zu Recht darin einen weiteren Vektor-
raum vermuten. Werden in einem Text stetige Funktionen mit fund g bezeichnet, so wird man fiir eine weite-
re Funktion die Bezeichnung / wéhlen.

Gleichartigkeit der Konfiguration und alphabetische Korrespondenz

Eine Nummerierung gleichartiger Objekte mit x,, X% ... also eine Mischung hoch- und tiefgestellter Indizes
wird in der Regel nicht vorgenommen; auch keine Mischung verschiedener Alphabete oder Typen, wie etwa
x, Y,.... Natlrlich kann dieses Prinzip durch andere Prinzipien durchbrochen werden, wie etwa die Schreib-
weise s = o + it fUr die komplexe Variable in der analytischen Zahlentheorie zeigt. Hier hat das Prinzip der
alphabetischen Korrespondenz gesiegt: o ist der Realteil von s, so wie etwa sehrofta=a +ib,y=c +1id, ...
verwendet wird, wo o und a, y und c alphabetisch korrespondieren. Die Eckpunkte eines Dreiecks werden
meist mit 4, B, C bezeichnet, die gegeniberliegenden Seiten mit a, b, ¢, die Winkel mit o, B, y. Diese Rei-
henfolge ist Gbrigens uraltes Kulturgut. Das hebrdische Alphabet beginnt mit alef, beth, gimel. Die Reihen-
folge a, b, ¢ spiegelt die Tatsache wieder, dass lateinisch ¢ urspriinglich in allen Positionen &hnlich wie & ge-
sprochen wurde. Auch die Reihenfolge %, /, m, n hat Jahrtausende Uberstanden: «, A, y, v, arabisch kaf, 1am,
mim, ndn ...

Besonders eindrucksvoll wird die alphabetische Korrespondenz in Verbindung mit diakritischen Zeichen
ausgenutzt: Die Ableitung der Funktion f'wird meist mit /" bezeichnet; die Ableitungsregel (fg)'=f g + fg'ist
durch diese Korrespondenz priagnant und leicht merkbar. Ubrigens wird die Stammfunktion von fmeist mit F
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bezeichnet. Der Dualraum des Vektorraumes ¥ wird mit '*, die Dualgruppe einer Gruppe G mit G bezeich-

net usw.

Die alphabetische Korrespondenz hat in jiingster Zeit zur Entwicklung neuer Sonderzeichen Anlass gegeben.
Bekanntlich wird die Summe zweier Zahlen durch das Pluszeichen + ausgedriickt, ebenso das Produkt durch
das Malzeichen x oder den Malpunkt - (oder durch Juxtaposition, d. h. bloRes Nebeneinanderstellen wie etwa
2a). Fur die Summe beliebig vieler Summanden verwendet man ein groRes Sigma 2. — sigma wie Summe —,
flr das Produkt beliebig vieler Faktoren ein groRRes Pi IT — pi wie Produkt. (In ahnlicher Weise werden oft die
Anfangsbuchstaben als Eingabebefehle fiir den Computer benutzt: F steht fir Formatieren, H fur Hilfe (d. h.
das Aufrufen hilfreicher Informationen). Das Zeichen ¢ ist als stilistische Variante des Buchstabens d in Ver-
bindung mit partiellen Ableitungen zum mathematischen Sonderzeichen geworden. Auch das Integralzeichen
[ war ein S (fir Summe) und soll aus der Handschrift von Leibniz entnommen sein. (Man sieht: Es gibt also
sogar bewahrte personliche Stilmerkmale.) Durchschnitt und Vereinigung zweier Mengen werden durch die

Zeichen m und v ausgedrtickt; fur Durchschnitt und Vereinigung beliebig vieler Mengen verwendet man
dieselben Zeichen im GroRformat: N und U

Symmetrie und Dualitét

Die Symmetrie ist eine besondere Form der Korrespondenz. Diese kann eine paarweise Entsprechung sein:
Das Bild einer komplexen Zahl z = x + iy wird meist mit w = u + iv bezeichnet. Kovariante GréRen werden in

der Tensorrechnung mit tiefgestellten Indizes, kontravariante GréRen mit hochgestellten Indizes bezeichnet.
l

Den partiellen Ableitungen aix?y entsprechen die Differentiale dx, dy, ... Eine einfache Symmetrie tritt
uns bei der Verwendung von Klammern entgegen: (...), [...] und {...}. Das Fehlen einer Klammer verletzt das
Stilgefuihl, obwohl das Schliefen einer Klammer nur bedingt notwendig ist: Im Ausdruck a (b — ¢) ist das
SchlieRen fur die korrekte Interpretation wichtig (keineswegs notwendig, wenn entsprechende Vereinbarun-
gen getroffen werden, wie etwa die umgekehrte polnische Notation a b ¢ - * fiir denselben Ausdruck zeigt).
Auch die Mischung von Klammern wird als storend empfunden. Viele werden die Formel a (b —c] = ab - ac
als ,,unschon* empfinden. Der Ausdruck y = F(x) ist bloR konventioneller als y = F(x. Man kdnnte ja verein-

baren: Die runde Klammer, geschrieben (', bedeutet das Wortchen "von™ in der tiblichen Lesart ,,ypsilon ist

2
gleich grof3-ef von iks". Ein bloRes Empfinden fiir Symmetrie ist es wohl, das den Bruch % gegenuber et-

wa x+2 bevorzugt.
4+x

Gerade in mathematischen Druckwerken kann man Beispiele sorgfaltiger graphischer Gestaltung finden. Die
Vorliebe firr eine ansprechende Gestaltung eines Textes hat zur Verbreitung leistungsféahiger Schreibpro-
gramme beigetragen.

Auch in der Wortbildung spielt die Symmetrie eine groRe Rolle, besonders in der Form der Zuordnung mit
Hilfe von Vorsilben. Zu Sinus wird Kosinus, zu Tangens das Wort Kotangens gebildet. Diese Wortbildung

reflektiert den mathematischen Zusammenhang: cosa = sm(%—a) und cota = mn(%—a) , also cosinus be-

deutet complementi sinus, d. h. Sinuswert des komplementaren Winkels. Die Symmetrie liegt nun darin, dass
diese Zuordnung involutorisch ist: Die erneute Anwendung fuhrt auf den urspriinglichen Begriff zuriick: Das
nicht existierende Wort Ko-kosinus ist nach der eben gegebenen Regel tatsachlich gleich dem Sinus. Diese
involutorische Eigenschaft der Vorsilbe ko-/co- hat sich in der modernen Mathematik verselbsténdigt: Das
Koprodukt ist das duale Objekt zum Produkt. Allerdings kénnen &hnliche Wortbildungen auch andere paar-
weise Zuordnungen bilden. In der Tensorrechnung unterscheidet man kovariante und kontravariante Grofen;
das Wort variant gibt es gar nicht. Die Kodimension eines Unterraumes U eines Vektorraumes V ist die Di-
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mension des Faktorraumes V/U (d. h. codim U = dim V/U). Hier ist die Beziehung dim U + codim U = dim V
fir diese Bezeichnung Pate gestanden. "Zuféllig" ist Tangens auch der Kehrwert des Kotangens und die Zu-

1. . .
ordnung x — ~- ist ebenfalls involutorisch.

Wohlgeformtheit
Die Syntax mathematischer Texte gehorcht dem Prinzip der Wohlgeformtheit in &hnlicher Weise wie es Tex-
te einer natirlichen Sprache tun. Dabei ist diese Wohlgeformtheit, bzw. die Abweichung davon natirlich nur
relativ zu den Konventionen einer Sprachgemeinschaft (oder den Regeln einer praskriptiven Grammatik) zu
sehen. Fir die gute Beherrschung einer Sprache kann die richtig geféllte Entscheidung lber die Wohlge-
formtheit eines Satzes als Kriterium dienen. Als Beispiele kann die Verletzung von Kongruenzregeln,
SchlieBungsregeln und Stellungsregeln dienen: Die Formel
1

1c=1P ) ?
erflillt die Kongruenzregel, dass die Variable & in der Summe mindestens zweimal vorkommen sollte. Die
Formel

s

8
erfullt diese Regel nicht (oder sie ist falsch). Die Stellungsregeln sind im Syntagma a + b = ¢ richtig, aber in
ab + ¢ = falsch angewandt (sofern diese Syntagmen "vollstdndigen" Sétzen entsprechen). Eine Schliefungs-
regel wiirde den "unvollstandigen” Ausdruck [ f{x) zum "vollstandigen" Ausdruck [ f{x) dx ergénzen.

Auch der Gebrauch einer gebundenen Variablen als freie Variable in einem Syntagma ist inkorrekt: Die
Schreibweise | sin x dx = - cos x verletzt diese Bedingung (wird aber als "abus de langage" oft geduldet). Ge-
bundene Variable diirfen natirlich in einem Text in mehreren Syntagmen vorkommen:

Die Formeln [ sin x dx = cos y + Cund | _L_ dx = logy + C kénnen bequem nebeneinander stehen, obwohl

X
das x in beiden Formeln gar nicht genau dieselbe Bedeutung haben kann (denn im zweiten Fall ist etwa x = 0
ausgeschlossen!).

Konfiguralitét

Das Merkmal der Beachtung von "guten" Konfigurationen, ein Konfiguralitatsprinzip ist sowohl fur das
Merken mathematischer Formeln als auch fur die Heuristik und das analoge Schlielen von Bedeutung. Wenn
ein mathematischer Begriff als Produkt bezeichnet wird, so erwartet man eine formale Ahnlichkeit in der
Schreibweise und die Sinnhaftigkeit gewisser Fragestellungen (wie etwa: Ist dieses Produkt kommutativ? as-
soziativ? Gibt es ein neutrales Element?). Entscheidend ist, dass diese Fragen sinnvoll gestellt werden kén-
nen, nicht, dass die Antworten gleichartig oder in gewohnter Weise ausfallen. Produkte sind in der Regel bi-
nére Operationen: Zwei Objekten einer gewissen Kategorie wird ein Objekt derselben Kategorie zugeordnet.

Ein weiteres Beispiel ist die Exponentialschreibweise. Ein neues Objekt, welches in der Form a® geschrieben
wird, soll mdglichst eine Regel der Art (a®)° = a°° erfiillen. Fiihrt man fiir die Menge aller Abbildungen von B
nach 4 die Bezeichnung 4% ein, so gilt (nach geeigneter Identifikation) tatsachlich: (4%)¢ = 4%3€

Die Suche nach Formeln dieser Art, sogenannten Exponentialgesetzen, war fir die Entwicklung der moder-
nen Mathematik wichtig; meist ging es darum, das "richtige" Produkt zu finden, um dieses Gesetz zu verall-
gemeinern.
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&
X

Die Bezeichnung Differentialquotient fur die Ableitung einer Funktion zusammen mit der Schreibweise —

e dy_d

ist fir die Herleitung der richtigen Formel & v dv

("Kettenregel™) suggestiv, obwohl der Differential-

quotient (zumindest auBerhalb der Non-Standard-Analysis) gar kein Quotient ist.

Filhrt man zentrische Streckungen mit dem Faktor o durch, so verandern sich Langen um den Faktor ¢ = o?,

Flacheninhalte aber um den Faktor o* und Rauminhalte um den Faktor o°. Die Exponenten %, ?, % entspre-
chen den anschaulichen Dimensionen der gemessenen Objekte: Strecken sind eindimensional, Flachen zwei-
dimensional und Korper dreidimensional. Sollte es tatséchlich Objekte der Dimension g geben, so mifte eine
analoge Messung den Faktor o liefern, dabei msste g vielleicht nicht einmal mehr eine ganze Zahl sein. Die
in letzter Zeit ausfiihrlich untersuchten Fraktale sind nun tatsachlich geometrische Objekte mit nicht-

ganzzahliger Dimension.

Schon die Griechen haben sich mit figurierten Zahlen beschéftigt, Zahlen, die entstehen, wenn man mit klei-
nen Steinchen (wngos, lat. calculi) Figuren, wie Dreiecke, Quadrate, Funfecke, ... legt und die Anzahl der
verwendeten Steinchen zéahlt. Eine weitere wunderschéne Konfiguration ist das Pascalsche Dreieck, welches
die Koeffizienten in der Entwicklung von (/ + x)" beschreibt.

1.4 Zur Syntax und Semantik der mathematischen Fachsprache

Syntax (griechisch: cuvta&lg ‘Zusammenstellung’) ist die Beschreibung der Bildung von Sétzen und Satztei-
len. Wie schon einmal bemerkt, ist die Syntaxtheorie ein Kerngebiet der Sprachwissenschaft und nirgends wech-
seln so schnell die theoretischen Modelle wie dort. Auch Chomsky hat wiederholt seine theoretischen Positionen
revidiert. Der Gegenstand ist erstaunlich schwierig (umso bemerkenswerter ist ja, dass Kinder ihre Mutterspra-
che so erstaunlich perfekt lernen!). Fiir die folgenden Uberlegungen sollen traditionelle Modelle geniigen, wie
sie nach wie vor Basis der meisten Beschreibungen der deutschen Sprache sind, aber auch im Fremdsprachenun-
terricht verwendet werden. Bescheidene Ansatze in Richtung Transformationsgrammatik sind im Anhang Gber
formale Sprachen, Automaten, Fraktale dargestellt. Die Semantik beschéftigt sich mit dem Bedeutungsgehalt
von Sprache. Nachfolgend sollen einschlagige Uberlegungen zu beiden Aspekten der Sprachwissenschaft auf die
mathematische Fachsprache bezogen werden.

1.4.1 Zur Syntax

Der elementare Gegenstand syntaktischer Betrachtung ist der Satz. Ein einfacher Satz besteht aus mehreren, in
der Regel aus mindestens zwei Bausteinen: Subjekt und Préadikat. Diese Begriffe sind eher traditionelle Termino-
logie und in der neueren Sprachwissenschaft inzwischen Gegenstand vieler Diskussionen geworden. Dennoch
wird niemand Mihe haben, in Satzen wie Die Dreieckshohen schneiden sich in einem Punkt. Dreiecke mit
paarweise gleich langen Seiten sind kongruent. die Subjekte die Dreieckshohen bzw. Dreiecke, die Prédikate
schneiden sich bzw. sind kongruent sowie die peripheren Satzglieder in einem Punkt bzw. mit paarweise gleich
langen Seiten zu identifizieren. L&sst man die peripheren Satzglieder weg, so bleibt zumindest theoretisch ein
vollstadndiger Satz: Die Dreieckshohen schneiden sich bzw. Dreiecke sind kongruent.

Im Deutschen steht das Subjekt, wie in den genannten Beispielen, zumeist im Nominativ. Es kann aber auch im
Dativ oder im Akkusativ stehen: Mir ist kalt. Mich friert. Pradikate sind Verben oder Konstruktionen mit Hilfs-
verben.

a) Verben

Zeitworter (Verben) sind mit Funktionen in mehreren Variablen zu vergleichen. Sie haben unterschiedlich viele
Leerstellen. Die Anzahl der Leerstellen heilt Valenz oder Wertigkeit (der Vergleich mit dem gleichlautenden
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Begriff der Chemie ist durchaus angebracht). Intransitive Verben haben nur eine Leerstelle, die fir das Subjekt
offen ist: Die Folge konvergiert (gegen 2). Transitive Verben haben zwei Leerstellen, fur Subjekt und Objekt,
wobei das Objekt zumeist im Akkusativ steht: Die Gerade schneidet den Kreis. Aber auch Dativ ist méglich:
Jedem x-Wert entspricht genau ein y-Wert. (In der Alltagssprache gelegentlich auch Genitiv: Wir gedenken der
Toten.)

Eine eigentiimliche Syntax hat die Wendung es gibt. Das Wortchen es flllt formal die Subjektsposition aus. Das
logische Subjekt steht hingegen im Akkusativ: Es gibt einen algebraisch abgeschlossenen Korper. \erwendet
man das Verbum existieren, so steht das logische Subjekt im Nominativ: Es existiert ein algebraisch abgeschlos-

sener Korper.

Auch Hauptwdrter kdnnen eine Valenz haben, d. h. eine Ergénzung verlangen, wie etwa Verwandtschaftsbe-
zeichnungen. Der Satz *Die Gerade g ist eine Senkrechte erscheint wegen der fehlenden Ergdnzung ‘Senkrechte
wozu?’” merkwiirdig und unvollstandig; hingegen gilt Die Gerade g ist Senkrechte zur Geraden h als vollstandi-
ger Satz. In mathematischen Texten beschreiben sie zumeist zweistellige Relationen: x ist Element der Menge X.
oder A ist Teilmenge von B.

Schreibt man, wie in der Mathematik tblich, zweistellige Relationen in der Form R(x, y) oder xRy, so sind x und
y syntaktisch gleichberechtigt (das heif3t nicht, dass die Relation symmetrisch ist!). Im Deutschen wird aber nur
eine der beiden Positionen in die Subjektsposition gesetzt. So erscheint in den nachstehenden Satzen

x =y (x ist gleich y)

X <y (x ist kleiner als y)

X &y (x ist dquivalent zu y)

x|y (x teilt y)

X e g (X liegt auf'g)
jeweils x als Subjekt. Dies wird deutlicher, wenn man entsprechende Hauptworter einsetzt. Der Flicheninhalt
eines Dreiecks ist gleich dem halben Flicheninhalt des Parallelogramms. (Die Position von y ist Ergdnzung zu
gleich im Dativ.) Jeder Winkel ist kleiner als 90°. (Die Position von y ist Erganzung zu kleiner als im Nomina-
tiv.) Dieser Term ist dquivalent zu 48. (Die Position von y ist Ergdnzung zu dquivalent zu im Dativ.) Eine Ebene
teilt den Raum in zwei Halbrdume. (Die Position von y ist Ergénzung zu teilen im Akkusativ.) Der Punkt liegt
auf der Geraden. (Die Position von g ist eine Ortsangabe im Dativ.)
Naturlich kann man auch y in die Subjektsposition setzen, aber dies erfordert in der Regel einige Umformulie-
rungen: y ist gleich x. y ist grofSer als x. y ist dquivalent zu x. y wird von x geteilt. (die Gerade) g enthdlt (den
Punkt) X.

b) Verwendung der Hilfsverben sein und werden

Eine vielseitige Verwendung haben die Verben sein und werden. Sein wird als Hilfszeitwort zur Bildung der
zusammengesetzten Formen der Vergangenheit verwendet: Der Lehrer ist schon nach Hause gegangen. Die
haufigste Verwendung ist jedoch die als Kopula, d. h. als Bindeglied zwischen dem Subjekt und einem Prédikat:
Ein Rhombus ist ein Viereck, dessen Seiten gleiche Linge haben. Ein Trapez ist ein Viereck. Ein Dreieck ist
durch die Angabe der Seitenlingen bestimmt. (In diesem Satz kann die Wendung ist ... bestimmt als Zustands-
passiv gedeutet werden und dann wird das Wortchen isz als Hilfszeitwort angesehen.)

Die Bedeutungsunterschiede in der Verwendung von isz in diesen Sdtzen kénnen nur angedeutet werden. Durch
die Kopula wird eine auf das Subjekt zutreffende Eigenschaft signalisiert. Ist daher E die Menge aller Objekte,
fur welche die Eigenschaft e zutrifft, so kann man diese Sétze durch die Symbolkette x € E beschreiben. Ein
Rhombus gehort zur Menge der Vierecke, dessen Seiten gleiche Linge haben. Ein Trapez gehort zur Menge der

Vierecke. Das Dreieck gehort zur Menge der Figuren, die durch die Angabe der Seitenlingen bestimmt sind. In
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der Hochkonjunktur der Strukturmathematik waren umsténdliche Sétze wie 4 ist ein Element der Menge der
geraden Zahlen statt des schlichten Satzes 4 ist eine gerade Zahl Uiblich.

Wichtig ist der Fall, wo E nur ein Element hat wie im Satz Ein Rhombus gehort zur Menge der Vierecke, dessen
Seiten gleiche Linge haben. Dieser Fall kann und muss nétigenfalls signalisiert werden. Dies kann geschehen
durch ein vorangestelltes Signal wie Wir definieren nun: Ein Rhombus ist ein Viereck, dessen Seiten gleiche
Ldnge haben. Oder durch die Einfligung von gleich: Ein Rhombus ist gleich einem Viereck, dessen Seiten gleiche
Lénge haben. Oder man verwendet ein Verbum wie nennen: Ein Viereck, dessen Seiten gleiche Linge haben,
wird Rhombus genannt. In vielen Fillen wird ein gleitender Ubergang zur Verwendung als ,,Vollverb“ in der
Bedeutung DASEIN oder EXISTIEREN sichtbar: Da ist der Schnittpunkt. Es ist eine Tangente vorhanden. Man kann
in diesen Féllen stets eine Paraphrase verwenden, etwa: Da liegt der Schnittpunkt. Es existiert eine Tangente.

Das Verbum werden tritt als Hilfszeitwort auf zur Umschreibung des Futurs und zur Bildung des Passivs auf:
Ein Viereck mit gleich langen Seiten wird Rhombus oder Raute genannt. Ein Dreieck wird durch die Angabe der
Seitenlingen bestimmt. Dies ist ein so genanntes Vorgangspassiv. Das Zustandspassiv Ein Dreieck ist durch die
Angabe der Seitenldngen bestimmt vermittelt den Eindruck des eher Zeitlosen, im Vorgangspassiv kommt das
Geschehen — in diesem Fall etwa die Mdglichkeit einer Konstruktion — starker zum Ausdruck.

In mathematischen Texten wird auch das Verbum haben sehr oft verwendet. Als Hilfszeitwort dient es ebenfalls
zur Bildung der analytischen Vergangenheitszeiten: Georg Cantor hat die moderne Mengenlehre begriindet. Als
»Vollverb“ bezeichnet es den Besitz oder die Zugehdrigkeit. In diesem Fall kann man problemlos das Verbum
besitzen substituieren: Dieses Polynom hat eine Nullstelle. (Man sagt aber auch, wie in der Alltagssprache: Die-

ses Polynom besitzt eine Nullstelle.)

c) Weitere syntaktische Besonderheiten

Eine Besonderheit der mathematischen Sprache (im Deutschen!) ist das haufige Auftreten von Nominalisierun-
gen. Dabei werden Kasuszuweisungen verandert und das Agens kann getilgt werden, oder muss in einen anderen
Kasus gesetzt werden (bzw. kann das Agens sogar durch ein besitzanzeigendes Adjektiv ersetzt werden). Man
vergleiche: Wir messen die Léinge. Die Messung der Linge (wer misst?). Unsere Messung der Linge ... Kommt
es dann zu Verschachtelungen (z. B. rekursiver Einbettung), so wird es noch schwieriger: Die Reihenfolge der
Verkniipfung zweier Spiegelungen...

Hé&ufiger als in der Umgangssprache wird das Passiv verwendet. Auch hier ist das Agens meist unwichtig: Ein
Viereck mit gleich langen Seiten wird Rhombus genannt ... (von wem?). Dies mag mit der Sonderstellung des
sogenannten "irreversiblen" Passivs zusammenhéngen; dies ist ein Passivsatz, bei dem ein Austausch des Agens
mit dem betroffenen Subjekt semantisch nicht plausibel erscheint: Von vielen Mathematikern wird der direkte

Beweis bevorzugt. *Vom Beweis werden viele Mathematiker bevorzugt.

Sehr haufig treten unpersoénliche Wendungen auf: es ist déiblich,...zu nennen. — man setzt... — man bezeichnet....
Dies wird oft auch mit "wir" umschrieben: wir definieren (Wer ist "wir"?). Dies soll Teilnahme am Geschehen
suggerieren.

Ein Unterschied zwischen Alltagssprache und schriftlichen mathematischen Texten ist die Verwendung von
Klammern (und Satzzeichen) zur Gliederung von Aussagen. In der Alltagssprache kommen keine Klammern
vor, vielmehr missen gedachte Klammern d. h. die Struktur des Textes durch andere Hilfsmittel wie Intonation,
Pausen oder grammatische Hilfsmittel mitgeteilt werden. Aus dem Kontext ergibt sich etwa, dass der Ausdruck
heifSe Wiirstchen und Limonade im Sommer (heiffe Wiirstchen) und Limonade bedeutet, d. h. die Limonade sollte
nicht heil? sein. Im Winter wére aber eine Lesart heifse (Wiirstchen und Getrdnke) denkbar. Der Ausdruck Aeifse
Wiirstchen und Bier kann nicht als heiffe (Wiirstchen und Bier) verstanden werden, da es dann korrekter zeiffe
Wiirstchen und heiffes Bier lauten musste. Den Ausdruck reife Apfel und Birnen wird man eher als reife (Apfel
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und Birnen) lesen, in der umgekehrten Reihenfolge Birnen und reife Apfel wird nahegelegt, dass die Birnen nicht
unbedingt reif sind.

In der Arithmetik und Algebra werden Klammern verwendet um die eindeutige Abarbeitung von Rechenoperati-
onen in der konventionellen Schreibweise sicherzustellen:

(3-4)+1=13, aber 3 - (4 + 1) = 15. Eine dem Distributivgesetz &hnliche Vorgangsweise kann man im Weglas-
sen koreferentieller Worter (bei zusammengesetzten Wartern) oder koreferentieller Satzglieder (bei Satzverbin-
dungen) erblicken. Beispiele:

o  Haupt- und Mittelschulen = Hauptschulen und Mittelschulen

e Der Lehrer verteilt die Hefte und sammelt sie nach der Klassenarbeit wieder ein = Der Lehrer verteilt die

Hefte und der Lehrer sammelt sie nach der Klassenarbeit wieder ein.

Eine derartige Verkirzung ist bei Objekten nicht méglich; dort muss zumindest ein anaphorisches Pronomen
gesetzt werden:

*Die Schiiler kennen das Problem und losen = Die Schiiler kennen das Problem und losen es = Die Schiiler

kennen das Problem und l6sen das Problem = Die Schiiler kennen und losen das Problem.
Aus 6konomischen Griinden kénnen bei Produkten Klammern weggelassen werden:

3.4+ 1=13. Esist aber mdglich, Bezeichnungsweisen zu erfinden, in denen fir diesen Zweck keine Klammern
gebraucht werden (sogenannte ,,polnische Notation®, da sie von Logikern in Polen propagiert wurden). Nimmt
man etwa a fiir Addition und p fir Multiplikation, so lassen sich (3 - 4) + 1 in der Form 34plo.und 3- (4 + 1) in
der Form 341op klammerfrei schreiben (naturlich wirde man Klammern brauchen, wenn man mehrstellige
Zahlen verwendet).

Die Verwendung von Klammern in der Funktionsschreibweise, also y = f(x) ist zwar traditionell, aber in vie-
len Fallen werden auch keine Klammern geschrieben: y = sin x, y = €*.... In der universitaren Mathematik notiert
man ohnedies Abbildungen meist ohne Klammern: y = Tx,y = wx .

1.4.2 Syntaktische Transformationen

In jeder Sprache werden durch syntaktische Transformationen aus Satzen neue Sétze abgeleitet, deren Bedeu-
tung mit der Bedeutung des urspringlichen Satzes in engem Zusammenhang steht. Wir werden auf folgende
Transformationen kurz eingehen: Passiv, Frage und Negation.

a) Passiv

Der viel besprochene Mustersatz Der Hund biss den Mann wird durch die sogenannte Passivtransformation in
den Satz Der Mann wurde vom Hund gebissen umgeformt. Zundchst scheint es so, als ob ein Satz und der daraus
durch Passivierung entstandene Satz gleiche Bedeutung haben. Schon bei etwas genauerem Zusehen erkennt
man, dass oft kleinere semantische oder stilistische Unterschiede eine Rolle spielen. Tatsachlich sind aber in
vielen Sétzen Quantoren verborgen, deren Existenz durch die Passivtransformation offenkundig wird, da der ins
Passiv gesetzte Satz eine andere Bedeutung haben kann. Man denke etwa an (1) Biber bauen Ddmme und (2)
Ddmme werden von Bibern gebaut. Der Satz (1) bedeutet (1a) Alle Biber bauen Ddmme. Der Satz (2) wird ana-
log interpretiert als (2a) Alle Ddmme werden von Bibern gebaut und dies bedeutet etwas anderes. Transformiert
man die ,,genauere” Version (1a) ins Passiv, erhalt man (2b) Ddmme werden von allen Bibern gebaut. Dieser
Satz erscheint auf eine merkwiirdige Art mehrdeutig. Er lasst sich als semantisches Aquivalent zu (1a) interpre-
tiert, kann aber auch bedeuten, dass beim Dammbau alle Biber zusammenhelfen, etc. Eine weitere Mdglichkeit
wird durch die Einfligung von ,,Heckenwdrtern® geboten, die Quantoren blockieren: (2¢) Ddmme werden auch
von Bibern gebaut. [Hier blockiert die Einfligung des Wortes auch die Lesart alle Ddmme.]
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Man vergleiche weiterhin den Aktivsatz (3) Jeder ebene Schnitt eines Drehkegels erzeugt einen Kegelschnitt. mit
dem Passivsatz (4) Ein Kegelschnitt wird von jedem ebenen Schnitt eines Drehkegels erzeugt. ES ist Klar, dass (4)

eine andere Bedeutung hat als (3). In beiden Féllen liegt ein zweistelliges Pradikat R(x,y) zugrunde. Der Satz (3)
hat die Bedeutung Vx3y:R(x,y) — Fiir alle x gibt es ein y, so dass ... — hingegen hat (4) die Bedeutung

Iy Vx:R(x,y) — Es gibt ein y, so dass fiir jedes x gilt, .... Interessant ist nun aber, dass man die beiden Sétze

durch die Verwendung des unbestimmten Artikels abéndern kann und sodann die Passivtransformation die (rich-
tige!) &quivalente Bedeutung beibehélt: (3a) Ein ebener Schnitt eines Drehkegels erzeugt einen Kegelschnitt.

(4a) Ein Kegelschnitt wird von einem ebenen Schnitt eines Drehkegels erzeugt.

Syntaktisch gesehen hat die Passivtransformation mehrere Aufgaben. Eine davon ist es, Satze zu koordinieren
und dabei koreferentielle Satzglieder zu tilgen. Eine weitere Aufgabe besteht in der Méglichkeit, das handelnde
Subjekt wegzulassen. Der Satz *biss den Mann ist ungrammatisch, aber der Satz Der Mann wurde gebissen ist
korrekt. Dies mag ein Grund sein, wieso in der mathematischen Fachsprache des Deutschen das Passiv viel ver-
wendet wird. Der Satz von Pythagoras kann auf viele Arten bewiesen werden (von wem? — dies scheint nicht so
wichtig). Ein Viereck, dessen Seiten gleiche Léinge haben, wird Rhombus oder Raute genannt (von wem wohl?).
SchlieBlich scheint das Passiv den mathematischen Sétzen deutlicher den Charakter der verbindlichen Norm und
der Allgemeingiltigkeit zu geben: Es ist zu zeigen, dass ... (im Vergleich zu: Man muss zeigen, dass ...), Im
Dreieck wird die Hohe durch die Mittellinie halbiert.

b) Negation

Die Verneinung eines Satzes kann auf verschiedene Arten interpretiert werden. Verneinung bedeutet ndmlich
syntaktisch die Montage eines verneinenden Ausdrucks an einer bestimmten Stelle.

(1.0) Die Gerade schneidet den Kreis.

(1.1) Die Gerade schneidet den Kreis nicht.

(1.2) Nicht die Gerade schneidet den Kreis (sondern der zweite Kreis).

(1.3) Die Gerade schneidet nicht den Kreis (sondern das Dreieck).

Verneinung ist ein Merkmal, welches zunédchst dem ganzen Satz zukommt. Fir den Mathematiker ist der Satz
(1.1) zundchst die Negation von (1.0) und hat den entgegengesetzten Wahrheitswert von (1.0). Die Verneinung
kann aber zu verschiedenen Satzgliedern wandern und so verschiedene semantische Wirkungen haben. Wohin
die Verneinung gewandert ist, kann auch durch Betonung oder verstirkende Partikel bzw. klarende Nebensatze
ersichtlich gemacht werden. Syntaktisch kann die Stelle aus dem Vergleich mit dem entsprechenden Fragesatz
erschlossen werden.

Dies erkléart auch, warum doppelte Verneinung nicht unbedingt im Sinne der mathematischen Logik als Beja-
hung interpretiert werden muss. Im Deutschen ist doppelte Verneinung nur umgangssprachlich méglich, wah-
rend sie in manchen anderen Sprachen ublich ist, wie etwa im Russischen oder im Spanischen: V komnate ja
nikogo ne videl ‘Ich habe im Zimmer niemanden gesehen’. No he dicho nada. ‘Ich habe nichts gesagt.’

Im Allgemeinen wird die Verneinung in der Nahe des Pradikats montiert, wobei im Deutschen die strikte Regel
zu beachten ist, dass das finite Verbum an zweiter Position stehen muss: Die Gerade schneidet den Kreis nicht.
*Die Gerade nicht schneidet den Kreis. In manchen Sprachen wird das Verbum durch zwei verneinende Partikel
umschlossen, wie im Franzdsischen: Le professeur vient a [’école. Le professeur ne vient pas a [’école.

Wenn in einem Satz Quantoren enthalten sind, so kann die Einbringung eines verneinenden Ausdrucks verschie-
denste Bedeutungen hervorbringen.

(11.0) Alle Kreisdurchmesser enthalten den Mittelpunkt (des Kreises).

(I1.1) Nicht alle Kreisdurchmesser enthalten den Mittelpunkt.
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(I1.2) Kein Kreisdurchmesser enthdlt den Mittelpunkt.
(I.3) *Kreisdurchmesser enthalten keinen Mittelpunkt.

Der Mathematiker wird lediglich (11.1) als Verneinung von (11.0) akzeptieren, aber das beruht auf der Vereinba-
rung, dass die Satze (11.0) und (11.1) entgegengesetzten Wahrheitswert haben sollen und ihre Disjunktion jeden-
falls wahr sein sollte. Auch (11.2) hat den entgegengesetzten Wahrheitswert von (11.0). Aber (11.0) und (11.2)
beschreiben logisch gesehen zusammen nicht alle Moglichkeiten (es ware denkbar, dass einige Durchmesser den
Mittelpunkt enthalten und einige nicht).

Der Satz (11.3) ist aus einem anderen Grunde inakzeptabel: Da mit Mittelpunkt offenbar der eindeutig bestimmte
Mittelpunkt des Kreises gemeint ist, kénnte (11.3) nur einen Sinn ergeben, wenn es mehrere Mittelpunkte gébe
(vgl. mit den S&tzen Die Folge der Quadratzahlen enthdlt keine Primzahl oder Quadratische Parabeln enthalten
keinen Wendepunkt = Es gibt keinen Punkt der quadratischen Parabel, der die Eigenschaft hat, Wendepunkt zu
sein).

Man vergleiche des Weiteren mit:

(I11.0) Alle kubischen Parabeln haben einen Wendepunkt.

(111.1) Nicht alle kubischen Parabeln haben einen Wendepunkt.

(I11.2) Keine kubische Parabel hat einen Wendepunkt.

(111.3) Kubische Parabeln haben keinen Wendepunkt.

Man muss also sehen, dass die Anweisung ,,Verneine den Satz ...!"“ zwar syntaktisch mehrere Mdglichkeiten
offen lasst, von denen in der Regel aber nur eine Mdglichkeit den mathematisch erwiinschten Effekt hat. Ahnli-
che Uberlegungen kann man mit der Verneinung des Satzes Alle Menschen sind sterblich anstellen, namlich
etwa Nicht alle Menschen sind sterblich. Alle Menschen sind nicht sterblich. Alle Menschen sind unsterblich, ...

Eine interessante Beobachtung ist folgende Tatsache: Der Wahrheitsgehalt affirmativer Satze scheint im Alltag
leichter verifizierbar zu sein. In vielen Féllen genlgt das Eintreffen eines Ereignisses, die Beobachtung eines
kurzen Zeitintervalls um eine positive Aussage zu treffen. Man vergleiche etwa die folgenden Sétze, in denen im
affirmativen Fall ein abgeschlossenes Ereignis vorliegt: Hans ist gekommen. Julia hat die Hausaufgabe schon
gemacht. Ich habe einen Beweis gefunden. Hans ist nicht gekommen (dazu musste man vielleicht langer warten
oder in mehreren Zimmern nachschauen). Julia hat die Hausaufgabe noch nicht gemacht (denn es fehlt noch ein
Beispiel). Ich habe keinen Beweis gefunden (aber es ist vielleicht noch maéglich). Dieser Unterschied mag die
Ursache sein, dass in vielen Sprachen in verneinten Satzen sogar andere Konstruktionen gebraucht werden als in
bejahten. Dies ist im Englischen der Fall: My brother went to the cinema. My brother did not go to the cinema.
Im Lateinischen ist dies bei der Befehlsform der Fall: Noli me tangere! Ne id dixeris!

1.4.3 Zur Semantik

a) Zum Bedeutungsgehalt mathematischer Texte

Der Bedeutungsgehalt der mathematischen Sprache macht Mathematik zu einem vielseitigen und wirksamen
Kommunikationsmittel. Das Gesprach mit der Natur ist — um die Metapher von Galilei aufzugreifen — nur még-
lich, weil in der mathematischen Sprache Aussagen tber die Natur formulierbar sind.

Eine mathematische Formel wie z = xy ist vielseitig anwendbar und hat eine Grundbedeutung: Die GroRe z héngt
linear von den beiden Gréfien x und y ab. Diese Formel ist der Prototyp einer bilinearen Abbildung. In den An-
wendungen werden meist andere Symbole substituiert. In der Elektrizitatslehre kann sie dann U =iR heilen, in
der Bewegungslehre s = ¢z und in der Warmelehre 7= p¥ . Die Exponentialfunktion ¢ — e¢~* enthalt Informa-

tion Uber Zerfallsprozesse und Abklingphdnomene verschiedenster Art.
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Fur Skalen stellt die Mathematik verschiedene Prototypen bereit: die geordnete Folge der ganzen Zahlen Z -
diskret und linear; Z mod m (das ist eine zyklische Gruppe der Ordnung m)— diskret und zyklisch (z. B. m = 12
auf dem Ziffernblatt der Uhr); die Zahlengerade R — stetig und linear und den Einheitskreis S* — stetig und zyk-
lisch. Die Zahlengerade R dient als Modell fiir die Zeit. Mathematiker und Physiker lassen die Zeit von -oo nach
+oo flieRen, aber in der Alltagssprache kommt sie uns entgegen: die kommende Woche, das vergangene Jahr, ...

Figuren werden in der Ebene als Dreiecke, Vierecke, Kreise, ... klassifiziert, im Raum als Quader, Pyramiden,
Kegel, Kugeln, ... In letzter Zeit wurde der "Dialekt der Fraktale™ in den mathematischen Werkzeugkoffer aufge-
nommen. Ob damit wirklich die Sprache gefunden wurde, in der die Natur zu uns am liebsten spricht, wie schon
behauptet wurde, wird sich noch zeigen. Jahrhunderte mathematischer Forschung haben bedeutungsvolle ma-
thematische Modelle geschaffen. Die Klassifikation der kristallographischen Gruppen ist nitzlich fur das Studi-
um molekularer Anordnungen; Eindeutigkeitssatze fur Differential- und Integralgleichungen erklaren Zusam-
menhénge zwischen Ursache und Wirkung und erméglichen so Vorhersagen und technische Anwendungen. Die
Beispiele lielen sich vermehren und belegen die vielseitige Verwendbarkeit der mathematischen Sprache.

Der entscheidende Punkt ist dabei die Dualitdt zwischen kommunikativer und kognitiver Funktion der Sprache:
Die Formeln z=xy oder ¢t +— e gestatten sowohl eine komprimierte Mitteilung als auch einen weiteren

Erkenntnisgewinn. Begriffe wie Halbwertszeit, Zerfallskonstante, ... konnen préziser erfasst werden bzw. in ein
semantisches Netz eingebunden werden, in dem Begriffe aus der Analysis (4bleitung, Anderungsrate, Logarith-
mus, ...) bereitstehen. Eine wesentliche Leistung der Mathematik besteht ja gerade darin, dass Begriffe mit Hilfe
mathematischer Verfahren definiert werden. Dies ist nicht so problematisch, wenn diese Begriffe im Alltag gar
nicht vorkommen, wie etwa bei der Definition des mathematischen Begriffs Gruppe durch die bekannten Axio-
me der Gruppentheorie. Das Wort Gruppe kommt zwar im Alltag vor, bezeichnet aber einen deutlich verschie-
denen Begriff.> GroRer ist das Problem, wenn die Begriffe schon im Alltag oder in der Physik vorkommen, wie
etwa GESCHWINDIGKEIT. Es ist dann schwierig einzusehen, dass dieser Begriff erst einer Prazisierung und letzt-
lich einer Definition bedarf, um als mathematischer Begriff gelten zu kénnen. Eine Mdglichkeit ist etwa, Ge-
schwindigkeit als Momentangeschwindigkeit durch den Differentialquotient festzulegen.

Natirlich ist auch die Mathematik darauf angewiesen, mit einigen undefinierten Grundbegriffen zu beginnen,
also mit Begriffen, die nicht einfach auf andere Begriffe zuriickgefuhrt werden kdnnen, sondern deren Bedeu-
tung durch Erfahrung erschlossen werden muss, z. B. MENGE. Dabei stellt sich das systematische Problem
durchaus anders als das didaktische. Der Begriff ABBILDUNG kann zwar in einem systematischen Aufbau auf
Begriffe der Mengenlehre zurtickgefiihrt werden (als eine 2-stellige Relation mit besonderen Eigenschaften); fur
den Unterricht diirfte sich dies aber keinesfalls empfehlen. (Dort wird man vielmehr versuchen, diesen Begriff
allmahlich zu erarbeiten bzw. mit dem vormathematischen Begriff ZUORDNUNG verbinden.) Das Problem der
schrittweisen Prazisierung, fur welches in der Mathematikdidaktik nach einem Vorschlag von R. FISCHER (1986)
der Terminus Exaktifizierung Ublich wurde, ist ein Schlisselproblem. Es geht dabei um die Ausgewogenheit
zwischen systemimmanenter Genauigkeit und entwicklungspsychologisch notwendiger Unschérfe. Auf die Wahl
einer adaquaten Sprachform (Gestaltung von Texten, Stil der Lehrersprache etc.) kann zundchst nur hingewiesen
werden.

Wir unterscheiden meist zwischen Begriff und Begriffsname und verwenden zur Bezeichnung von Begriffen Grof3buch-
staben. Dies bewadhrt sich auch, wenn man mit verschiedenen Sprachen arbeitet: Der mathematische Begriff GRupPE wird
im Deutschen durch das Wort Gruppe, im Italienischen durch das Wort gruppo usw. bezeichnet.
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b) Polysemie

Wenn man, wie beschrieben, in mathematischen Texten die Bedeutung der verwendeten Ausdriicke durch verba-
le Definition nach Umfang und Inhalt genau festlegt, lassen sich diese grundsatzlich frei wéhlen. Auf die Beach-
tung sinnvoller Traditionen wie auf lernpsychologische Gesichtspunkte wurde schon hingewiesen.

Der Freiheitsraum bei der Entscheidung, was eine Bezeichnung bedeuten bzw. wie eine Bedeutung bezeichnet

werden soll, wird von den Mathematikern in verschiedener Weise genutzt:

— Man muss immer damit rechnen, dass in Texten gleichen Ausdriicken und Symbolen unterschiedliche Bedeu-
tungen zugeordnet werden (Polysemie bzw. homonymer Wortgebrauch). Z. B. kann mit "Bewegungen” ein-
mal die Gruppe aller Kongruenzabbildungen, ein andermal nur die der gleichsinnigen Kongruenzen gemeint
sein. Auf dieses Problem wird im Folgenden etwas ausfuhrlicher eingegangen werden.

— Umgekehrt koénnen gleiche Begriffe in unterschiedlicher Weise bezeichnet werden (synonymer Wort-
gebrauch). Die Worter Rhombus und Raute bezeichnen denselben Typ eines Vierecks. Auch 4bbildung, Ope-
rator und Funktion werden heute zumeist zur Bezeichnung desselben Begriffes, aber in unterschiedlichen
Kontexten verwendet. In der Geometrie wird meist Abbildung bevorzugt, in der Technik und in der Physik
Operator, aber in der Analysis eher Funktion. Man denke des Weiteren an die Bedeutungsgleichheit von zu-
sammenzdhlen und addieren, wegzdhlen oder wegnehmen und subtrahieren, Rauminhalt und Volumen usw.
Fur die Didaktik ist folgende Frage von Bedeutung: Soll ein mathematisches Fachwort eher der Alltagsspra-
che entnommen werden oder eher dem Lehnwortschatz entnommen werden? Fiir die erste Lésung spricht,
dass die Worter dem Schiler vertraut klingen. Dagegen spricht aber, dass damit auch falsche Vorstellungen
mitgetragen werden. Das Lehnwort signalisiert mdglicherweise eine erhdhte Aufmerksamkeit. Der haufige
Fehler 2x —x =2 kann dadurch erklart werden, dass der Schiiler die Subtraktion als ,,Wegnehmen* interpre-
tiert, also nimmt er x weg!

Im Fall mathematischer Fachbegriffe ist es oft schwer mdglich, wie zum Teil in anderen Wissensbereichen ub-
lich, aus Wortbildung, Wortstimmen und Wortwurzeln von Wértern deren Bedeutungen herleiten zu wollen: Ein
Kettenbruch tritt als spezielle Darstellung von Zahlen auf, indem Briiche miteinander verkettet oder verschach-
telt werden (das Wort Stapelbruch wére vielleicht besser; im Englischen sagt man continued fraction). Eine
Kettenlinie ist aber ein mathematisches Modell fur die Gestalt einer durchhidngenden Kette.

Obwohl die meisten Fachworter relativ eindeutig festgelegt sind, gibt es auch in der Mathematik Beispiele fiir

Polysemie, d. h. Worter mit kontextabhangiger verschiedener Bedeutung. Im Alltag sagt man, das eine oder

andere Wort habe mehrere Bedeutungen. Sehr oft ist der Kontext ausreichend, um eine klare Zuordnung zu tref-

fen. Die charakteristische Funktion gibt es in verschiedenen Bedeutungen in der Mengenlehre und in der Wahr-

scheinlichkeitstheorie. In der Mengenlehre wird sie synonym mit der Indikatorfunktion gebraucht:
cy(x)=1,wenn xe4 und ¢ (x)=0, wenn  xe4d.

In der Wahrscheinlichkeitstheorie ist sie die Fouriertransformierte einer Wahrscheinlichkeitsverteilung:

0

() = je*"f*dF(x) .

Kdorper kommen in der Algebra und der Geometrie vor. Man vergleiche die beiden Satze Die Kugel ist ein kon-
vexer Kérper und Die rationalen Zahlen bilden einen Kérper. Diese Polysemie kann bei Ubersetzungen in ande-
re Sprachen offenkundig werden. Der algebraische Begriff Korper heiRt im Englischen field, der geometrische
Begriff muss mit body Ubersetzt werden.

Eine folgenschwere Polysemie liegt in der Verwendung der kleinen Wérter plus und minus (bzw. der Symbole +
und —) vor. Das Wort plus bezeichnet in der Regel eine 2-stellige Relation, ndmlich die Addition von Zahlen
oder Vektoren usw. In dieser Bedeutung kann es auch durch und ersetzt werden: 2+3=5 gesprochen zwei plus
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drei ist fiinf oder zwei und drei ist fiinf oder auch zwei und drei sind fiinf. Allerdings bezeichnet plus auch die
Eigenschaft, eine positive Zahl zu sein: +3>0 gesprochen plus drei ist grofier als Null.

Schlimmer ist es um das Wort minus bestellt. Es bezeichnet ebenfalls eine zweistellige Relation, die Subtraktion.
In dieser Bedeutung kann es durch weniger oder vermindert um ersetzt werden: 9—-5=4 gesprochen neun mi-
nus fiinf ist vier oder neun weniger fiinf ist vier oder auch neun vermindert um fiinf sind vier ... Weiterhin steht
minus auch fur die Eigenschaft einer Zahl, negativ zu sein: —3<0 gesprochen minus drei ist kleiner als Null.
Leider bezeichnet aber minus auch eine einstellige Relation, nédmlich die Bildung der inversen Zahl

(=Gegenzahl) beziiglich der Addition. Auf dem Taschenrechner ist dies die Wechseltaste. Es ist —a jene Zahl
mit der Eigenschaft a + (—a) = 0. Dies hat zur Folge, dass —a > 0 gelten kann, falls ndmlich a <0 war.

Man hat in letzter Zeit zu Recht den Unterschied zwischen Funktion und Funktionswert hervorgehoben. Aus der
Paraphrase des Satzes Der Sinus ist eine periodische Funktion in der Form Die Sinusfunktion ist eine periodische
Funktion wird deutlich, dass hier Sinus als Name fur eine Funktion gebraucht wird. Hingegen kann Der Sinus
von 90° ist 1 in der Form Der Sinuswert von 90° ist 1 verdeutlicht werden. Dennoch ist, sprachlich gesehen, die
Verdeutlichung nicht unbedingt nétig. Ist ndmlich mit Sinus der Funktionswert gemeint, so hat das Wort Sinus
eine Valenz, d. h. es muss erganzt werden: Sinus von x, Sinus x. Allerdings haben die meisten Funktionen ohne-
dies den Bestandteil Funktion in ihrem Namen: Exponentialfunktion, Logarithmusfunktion, quadratische Funkti-
on,.... In der héheren Algebra ist es wichtig, zwischen Polynom und Polynomfunktion zu unterscheiden. Leider
ist das Wort rationale Funktion sehr stark belastet. Es kann ndmlich dreierlei bedeuten: einen Quotienten zweier
P(x)

Polynome@, eine durch diesen Quotienten definierbare Funktion xH% (die nach dem Vorbild Polynom und

Polynomfunktion dann *rationale Funktionsfunktion heiRen miisste!) und eine Aquivalenzklasse von Briichen
P(x)
O(x)

als Element des Korpers der rationalen Funktionen. Aber auch damit kénnen Mathematiker leben.

Schwieriger ist es mit der gleichen Benennung von Argument und Funktionswert, wie es in der Elementargeo-
metrie vorkommt. Der Radius eines Kreises ist wie die urspriingliche Bedeutung des Wortes Strahl nahe legt,
eine (gerichtete) Strecke vom Mittelpunkt zu einem Randpunkt des Kreises; Radius eines Kreises kann aber auch
die L&nge dieser Strecke sein. Betrachtet man die Funktion L, die jeder Strecke ihre L&nge zuordnet, so gilt mit
dieser doppeldeutigen Terminologie: Radius eines Kreises = L (Radius eines Kreises). Ahnliches gilt fiir
Durchmesser eines Kreises, Hohe eines Dreiecks, ... In all diesen Fallen werden sowohl Strecken wie auch die
Langen dieser Strecken gleich bezeichnet.

Bei den meisten Malfunktionen kann man zwischen Argument und Funktionswert recht gut unterscheiden: Stre-
cke — Linge, Winkel — Winkelmaf3, Fliche — Fldcheninhalt, Korper — Rauminhalt oder Volumen. Allerdings
ist bei Winkel und Flache eine gewisse Unscharfe (iblich. Man sagt oft Jeder Winkel im gleichseitigen Dreieck
ist 60° (im GradmaR). Der Basiswinkel in einem rechtwinkelig gleichschenkeligen Dreieck ist % (im Bogen-

malR). Die Winkelsumme im Dreieck betrdgt 180°. statt genauer Das Winkelmafs jedes Winkels im gleichseitigen
Dreieck ist 60° [im GradmaR]. Das Winkelmaf3 eines Basiswinkels in einem rechtwinkelig gleichschenkeligen
Dreieck ist % (im BogenmaR). Die Summe der Winkelmafse im Dreieck betrdgt 180°. Dass Winkel und Win-

kelmessung durchaus schwierige Begriffe sind — tatséchlich muss man schon in der Elementargeometrie mit
verschiedenen Winkelbegriffen arbeiten — kann man bei KRAINER (1990) nachlesen. Ebenso sagt man oft etwas
nachlassig Die Fliche des Kreises ist 27 , aber Ein Quader wird von 6 Flichen begrenzt. Von der Bedeutung
des Wortes Fldche als geometrisches Gebilde, leiten sich auch die Komposita Seitenfliche, Drehfliche, Regel-
fldche,.... ab. Auch das selten gebrauchte Wort Vielflach (fir Polyeder) gehdrt hierher. Wie schwierig es ist, eine
adaquate Begriffsbestimmung fur Merkmale und GroéfRen zu geben, hat A. OBERSCHELP (1995) dargelegt. Er
unterscheidet zwischen quantitativen Grofen (wie Lange, Durchmesser, Umfang, Zeit, Geschwindigkeit), metri-
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schen Merkmalen (wie Hohenlage, Zeitpunkt, Energieniveau), ordinalen Merkmalen (wie Windstéarke, Hérte,
Prafungsnoten) und Nominalmerkmalen (wie Farbe, Geschlecht).

Viele Begriffe der Elementargeometrie haben eine sehr vage Bedeutung. Was ist ein DREIECK? Sind das drei
Punkte? Da man sagt: Drei Punkte bilden ein Dreieck. kann ein DREIECK durch die Angabe von drei Punkten
definiert werden. Der Satz Der Umfang eines Dreiecks ist die Summe seiner Seitenldingen bedeutet aber, dass
sich einem DREIECK eine als L&nge interpretierbare Mafzahl zuordnen lasst, und dieses somit ein lineares Gebil-
de ist; d. h. ein Dreieck besteht aus drei Strecken. Aber aus dem Satz Der Flicheninhalt eines Dreiecks kann
durch die Heronsche Flichenformel berechnet werden entnimmt man, dass einem DREIECK eine als Flachenin-
halt interpretierbare Mal3zahl zugeordnet werden kann. Die Formulierung Die Winkelsumme eines Dreiecks
betrdgt 180° legt nahe, dass ein DReIECK ein Kandidat fir Winkelmessung ist. Natlrlich kann man dies alles
préazisieren. Der Satz Der Flicheninhalt eines Dreiecks kann durch die Heronsche Fldchenformel berechnet
werden kann prézisiert werden als Der Fldcheninhalt einer Dreiecksfliche kann durch die Heronsche Flichen-

formel berechnet werden.

Auch beim Wort Kreis ist die Ambivalenz fast unvermeidlich. Kreis kann Kreislinie bedeuten, aber auch Kreis-
fldche (oder Kreisscheibe). Eine konsequente Sprechweise Dreieckslinie (fur das aus den Seiten gebildete Poly-
gon) und Dreiecksfliche (fur den von der Dreieckslinie umschlossenen Bereich der Ebene) héatte sicher Vorteile,
aber vielleicht doch auch Nachteile. In der algebraischen Topologie hat man durch die Begriffe der d-Skelette
eines Simplex eine Prézision geschaffen (ein 2-dimensionales Simplex ist ein Dreieck, sein 1-Skelett die drei
Seiten, das 0-Skelett die drei Eckpunkte), die aber fiir die Schule nicht notwendig erscheint.

Es sei noch erwdhnt, dass Dreieck im Satz Ein Dreieck ist durch die Angabe der Linge dreier Seiten gegeben
etwas anderes bedeutet als im Satz Drei Punkte bilden ein Dreieck. Denn durch die L&nge der drei Seiten ist kein
bestimmtes Dreieck in der Ebene festgelegt, sondern das Dreieck ist nur bis auf Kongruenz festgelegt, d. h.
Schiebungen, Drehungen und Spiegelungen sind noch gestattet [Dreieck bedeutet hier eine Klasse von Drei-
ecken.] Man Uberlegt sich leicht, dass die Dinge bei den Begriffen QUADRAT, RECHTECK,.... aber auch WURFEL,
KUGEL, ... &hnlich liegen.

¢) Die Verwendung von Metaphern

Die Bedeutung von Wdrtern unterliegt einem steten Wandel. Nur an wenigen Beispielen kann dieses reichhaltige
Thema angedeutet werden. Urspriinglich schrieb man tatsachlich mit Génsefedern, heute mit Fillfedern. Das
Wort Fensterscheibe erinnert noch daran, dass Fenster urspriinglich rund waren. Manche alte Bedeutungen sind
nur noch in Spuren erkennbar, so etwa die alte Bedeutung Ding (= Gerichtsversammlung) in dingfest machen.
Gewehr bedeutete einst jede Waffe, mit der man sich wehrt. Die Stube bezeichnete einen beheizbaren Raum, wie
an engl. stove noch erkennbar ist, ein Zimmer einen Raum mit Holzwénden, die eben ein Zimmermann gemacht
hat (vgl. auch engl. timber).

Die meisten Worter der Alltagssprache sind bis zu einem gewissen Umfang mehrdeutig und erst der Kontext
entscheidet, welche Bedeutung gemeint ist. Eine Ursache fiir diese Mehrdeutigkeit liegt in der Bedeutungsiber-
tragung. Man denke an den Fliigel eines Vogels und an den Fliigel, auf dem das Konzert stattfinden wird (Be-
deutungsiibertragung auf Grund &uRerer Ahnlichkeit) und die Fliigel eines Flugzeugs (duRere Ahnlichkeit und
ahnliche Funktion) oder an das Haus als Gebdude und das Herrscheriaus als die Bezeichnung fir eine Dynastie
(ursprunglich die Bewohner des Herrscherhauses); vgl. Haus Habsburg. Kopf 'bezeichnet einen Teil des Kdrpers,
aber ein Trotzkopf ist jemand, der einen trotzigen Sinn hat und das Tonband hat einen Schreib-Lesekopf. Oft
verschieben sich die Gefiihlswerte wie bei Ubertreibungen (Das habe ich schon tausendmal gerechnet), Ab-
schwéchungen (Noch einen Satz!) oder Euphemismen (Er ist entschlafen).
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Eine besondere Form des Bedeutungswandels liegt in der Metonymie vor. Damit ist die Verwendung eines Wor-
tes gemeint, welches in einem logischen oder erfahrungsméBigen Zusammenhang mit dem gemeinten Begriff
steht. Etwa Lorbeer statt Ruhm, rote Zahlen fUr Schulden, die griine Linie kann eine Untergrundbahn bezeich-
nen, die auf dem Streckenplan mit griiner Farbe markiert ist. Von hier sieht man, dass die Verwendung von
Symbolen in der Mathematik als Metonymie aufgefasst werden kann. Pimm (1990) spricht sogar davon, dass die
mathematische Sprache die Existenz mathematischer Objekte begrindet. Er vergleicht Mathematik mit rituellen
und kinstlerischen Aktivitaten, die gewissermalien ihre Objekte durch den Schaffensprozess erzeugen (,, .....
how mathematical language can be and is used to ‘sing’ mathematical objects into existence*).

Unter Metapher® versteht man die bildliche Ubertragung eines Wortes auf einen Begriff auBerhalb der tiblichen
Bedeutung. Die Verwendung metaphorischer Begriffe ist in vielen Bereichen so geldufig, dass es oft Miihe
macht, die verwendeten Metaphern als solche zu erkennen. Ein fiefliegender Beweis mag an einen tiefen Bergsee
erinnern oder an einen nur mihsam zu hebenden Schatz, der tief in der Erde verborgen ist. Eine oberflichliche
Kenntnis der Funktionentheorie muss den Anschein erwecken, als sei die Funktionentheorie ein Meer, dessen
Tiefen es erst zu ergrinden gilt. Der kommende Tag kommt plnktlicher als der Brieftréger..... Hohere Mathema-
tik ... die Mathematik erscheint als Landschaft strukturiert, deren Berge nicht leicht zu ersteigen sind. Uber Me-
taphern in der Mathematik kann man bei Pimm (1987) und STEINER (1988) einige interessante Beobachtungen
finden. PiMm unterscheidet zwischen aufRermathematischen Metaphern (mathematische Begriffe werden durch
Begriffe der Alltagssprache ,.erklart”: eine Funktion verschwindet in einem Punkt ...) und strukturellen Meta-
phern (neue mathematische Begriffe werden durch schon bekannte mathematische Begriffe ,erklart”: Steigung
einer Kurve). Natlrlich kdnnen derartige Metaphern durch Definitionen gewissermalien festgeschrieben werden.
Die Anschaulichkeit geometrischer Objekte erklart auch, warum bei geometrischen Objekten oft keine klare
Abgrenzung zwischen einfacher Ubertragung des Wortes aus der Alltagssprache und metaphorischer Verwen-
dung maglich ist (Beispiel: Ein Prisma oder eine Pyramide hat eine GRUNDFLACHE eigentlich nur in bestimmter
Lage, d. h. wenn der Kérper darauf ruht).

Ahnlichkeiten konnen bei Benennungen leitend sein: Die komplexen Zahlen sind den (reellen) Zahlen noch "&hn-
lich"; die arithmetischen Eigenschaften (algebraisch ausgedriickt: die Eigenschaft, einen Korper zu bilden) blei-
ben erhalten, doch die Ordnung geht verloren.

Mit dem Gebrauch von Metaphern wird das Ziel verfolgt, einen Begriff oder Sachverhalt unter Zuhilfenahme
jener Bedeutungsvorstellungen verstehbar zu machen, die in der wortlichen Bedeutung mit ihnen verbunden
sind. Dabei kdnnen sie aber zumeist nur ein partielles Verstehen gewahrleisten; andere Aspekte der Begriffs
bzw. Sachverhalts bleiben ungeklart (es sei hier auf LAKOFF & JOHNSON 1980 verwiesen). Der Satz Achilles
kdampft wie ein Lowe bezieht sich auf den der Spezies Lowe zugeschriebenen Mut; Achilles benutzt aber nicht
Pranken und Z&hne im Kampf.

In diesem Zusammenhang ist die Wichtigkeit des Aufbaus geeigneter Prototypen fur den Erwerb von Begriffen
zu erwahnen. Auch mathematische Objekte werden an mehr oder weniger typischen Beispielen und damit zu-
sammenhdngender mathematischer Grundtétigkeiten erfahren. Der Begriff VOGEL wird vom Kinde (wenn auch
oft schon mehr aus Bilderbiichern!) durch die Erfahrung von Beispielen erworben: Sperling, Amsel und Specht
sind aber typischer als Eule oder Pinguin. Zur Markierung nicht prototypischer Objekte verwendet man soge-
nannte Heckenworter, wie eigentlich, genaugenommen, recht betrachtet, so zu sagen, ... Man vergleiche dazu
die beiden Satze Das Krokodil ist genaugenommen keine Schlange und Die Blindschleiche ist genaugenommen
keine Schlange. Im ersten Satz stort das Wortchen genaugenommen, im zweiten Satz liefert es eine wichtige
Information.

¢ Die Abgrenzung zwischen Metonymie und Metapher kann im Einzelfall durchaus strittig sein.
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Der Begriff GRUPPE l&sst sich in der Geometrie gut vorbereiten, die EBENE ist eine Verstehenshilfe fiir die Hy-
PEREBENE. Prototypen dirfen aber nicht hinderlich werden: Viele Kinder erkennen ein Quadrat nur in spezieller
Lage. Auch die umgangssprachliche Verwendung kann stérend wirken: Ein Quadrat ist (umgangssprachlich)
kein Rechteck! Die Uberwindung der durch Prototypen gepragten Vorstellungen kann ein interessantes Lehrziel
darstellen: Der Begriff KURVE ist von zahllosen Beispielen so gepragt, dass die Existenz von Kurven, die etwa
ein Quadrat ausfullen, schon sehr unglaublich erscheint.

1.5 Mathematische Texte

Es ist niitzlich, zu Beginn dieses Abschnitts eine Ubersicht iiber die Verwendung der mathematischen Sprache
nach Textsorten bzw. Kommunikationssituationen zu geben:

Forschungsarbeit
Lehrbuch
Vortrag, Referat, ...

geschrieben

Mathematiker untereinander
gesprochen —— Dialog —— Lehrer/Schiler
Schiler/Schiiler

Math. Sprache

Kommunikation mit Computer

Die dabei auftretenden kognitiven Prozesse (zu denen natirlich emotionale Komponenten treten kénnen!) sind
auf der ,,Empféangerseite” Lesen, Horen, Interpretieren von Bildern, Verstehen,.... und auf der Seite des ‘Senders’
Schreiben, Sprechen, Zeichnen, Mitteilen, .....

Die mathematische Sprache unterscheidet sich in ihrer Gestalt, je nachdem, ob sie im Rahmen einer miindlichen
Kommunikation (z. B. im akademischen oder schulischen Mathematikunterricht), eines VVortrags oder als schrift-
licher Text produziert wird. Im Fall der verbalen Kommunikation unterstellt der Sprecher in aller Regel, dass die
Zuhdrer mit ihm das Wissen um eine ganze Reihe von Konventionen und stillschweigenden Vereinbarungen
teilen, und dass sie jederzeit — zumindest grundsatzlich — die Mdéglichkeit der Ruckfrage haben. Dies erlaubt es
ihm, in vielen Fallen auf die Definition verwendeter Ausdriicke und Symbole zu verzichten. AufRerdem vermag
er eine Reihe von Informationen (notwendige Ergdnzungen oder Einschrankungen) ohne explizite sprachliche
Darstellung zu Ubermitteln. SchlieBlich hat er die Mdglichkeit, seine verbale Darstellung durch Zeigen auf reale
Modelle, auf Gezeichnetes oder Geschriebenes sowie mit den Mitteln der Korpersprache, von Mimik und Gestik,
zu erganzen bzw. zu prazisieren. Wirde man, z. B. mit Hilfe einer Tonbandaufzeichnung, allein sein gesproche-
nes Wort als Text niederschreiben, so kénnte dieser in mancher Hinsicht wenig eindeutig und unvollstandig
erscheinen.

Andererseits lasst die mundliche Darstellung einen grof3ziigigeren Umgang mit der fachsprachlichen Pragnanz
zu. Es kann schon vorkommen, dass sich das gesprochene Wort wie das normierte Ablesen von Geschriebenem
anhort oder sich tatsachlich auf dieses reduziert (Lesesprache). Aber in vielen Fallen zeigt die gesprochene Spra-
che doch, zumal wenn auch nicht-sprachliche Darstellungsmittel beigezogen werden, mehr Redundanz und gro-
Rere Ausfuhrlichkeit. Die Fachsprache néhert sich dann starker dem Charakter der Alltagssprache, auch wenn sie
in der oben beschriebenen Art mit spezifischen Bezeichnungen und Sprechweisen durchsetzt bleibt. Auch emo-
tionale Werte, wie Das ist ein schoner Satz! oder das vielgeschmahte Wort Das ist aber trivial (oder Wie man
leicht sieht! - Der Kundige weil, dass es in vielen Fallen da besonders schwierig sein kann), sind im Vortrag
oder im Dialog haufiger vorzufinden.



47

Bei geschriebener Sprache sind deren Adressaten ebenfalls von Bedeutung. Sie sind im Fall einer Forschungsar-
beit andere als im Fall eines Lehrbuchs, bei einem Tafelanschrieb im Rahmen einer akademischen Vorlesung
andere als bei einem schulischen Tafel- oder Folientext, bei Schulbiichern andere als bei mathematischen Schul-
oder bei Hausaufgaben. Sofern dem Verfasser bekannt ist, welche Vereinbarungen und welches Kontextwissen
er bei ihnen als gegeben voraussetzen darf, mag er hinsichtlich Genauigkeit und Vollstdndigkeit relativ groRzi-
gig verfahren. Sofern er aber die Adressatengruppe nicht genau kennt oder bei ihr wenig entsprechende Voraus-
setzungen unterstellen darf, wird er sich durchgédngig um eindeutige Definition der Ausdriicke und Symbole
sowie um grofitmogliche Vollstandigkeit bemihen. Er nutzt in der Regel auch die Mdglichkeiten zur Pragnanz,
welche das verflighare Repertoire an abkirzenden Schreibweisen eroffnet.

Die Bedeutung des Kontextes wird in einem Beispiel bei SIMEONOV 1996 herausgearbeitet. ,,Es besteht zwei-
felsohne ein Unterschied, ob man die Definition der Ableitung

in einem Buch liest

in einer Analysisvorlesung hort oder

in einer Topologievorlesung hort;

ob ein Professor diese Definition von einem Studenten bei einer Priifung hort oder ob

ein Mathematiker des 17. Jahrhunderts zum ersten Mal ‘diese’ Definition zum Beispiel von Leibniz hort;

ob ein Gutachter diese Definition in einem Lehrbuch beurteilen muss oder ob

die Definition der Ableitung in einem Seminar tber Grundlagen der Mathematik im Hinblick auf die Recht-
fertigung des Grenziiberganges im Differentialquotienten besprochen wird*“ (S. 425).

No gk~ wdpE

1.5.1 Vollstéandigkeit und Kontext bei mathematischen Texten

Zumeist wird bei geschriebenen mathematischen Texten angestrebt, dass sie aus sich heraus verstanden werden
kénnen, weil sie alle Informationen, die Ubermittelt werden sollen, auch explizit darstellen. Wir sprechen vom
Merkmal der Vollstdndigkeit. Eine Definition ist vollstdndig, wenn sie alle und nur die erwiinschten Objekte

bzw. Beziehungen beschreibt. Dabei ist zwischen Vollstandigkeit im logischen Sinn und Vollstandigkeit in Be-
zug zu einem Kontext zu unterscheiden. So lauten die tiblichen Axiome fiir eine GRUPPE (G ,*) :

e (Assoziativgesetz) Fiir alle x,y,z € G gilt: (x*y)*z = x*(y*z) .

o (Existenz eines neutralen Elements) Es existiert e € G, so dass fur alle x e G gilt exx = x*e=x .

o (Existenz der inversen Elemente) Zu jedem x € G existiertein x' e G, so dass gilt x*x' =x'*x =e.

Lasst man etwa das letzte Axiom weg, so wird der Begriff GRuUPPE nicht vollstdndig beschrieben. Aus didakti-
schen Griinden sind viele Definitionen redundant, d. h. nicht alle Eigenschaften, die aufgezahlt werden, sind
logisch unabhéngig. So genlgt es, in obiger Liste nur die Existenz eines ‘linksneutralen’ Elementes und von
‘linksinversen’ Elementen vorauszusetzen (und zeigt dann, dass das ‘linksneutrale’ Element auch ‘rechtsneutral’
ist etc.).

Beispiel einer zunachst unvollstdndig erscheinenden Definition aus einem Schulbuch: "Punkte, die fest bleiben,
heiBen Fixpunkte." Steht aber zuvor: ,,Bei der Untersuchung geometrischer Abbildungen, sind gewisse Punkte
von besonderer Bedeutung®, so wirkt das Ganze schon verstandlicher.

Ein Lehrsatz ist vollstdndig, wenn er seiner Bedeutung gemal? genau auf die erwilinschten Félle anwendbar ist.
Beispiel eines unvollstandigen Lehrsatzes aus einem Schulbuch: "Eine Zahl wird mit zehn multipliziert, indem
man eine Null anhéngt." (Es fehlt die einschrankende Bezugnahme auf die dekadische Zahldarstellung natirli-
cher Zahlen.) Eine Instruktion ist vollstandig, wenn sie alle zu ihrer erwiinschten Befolgung notwendigen Infor-
mationen enthélt. Gegenbeispiel, ebenfalls aus einem Schulbuch: "Der Umfang eines gleichseitigen Dreiecks
betragt 12 cm. An jeder Seite soll ein gleichschenkeliges Dreieck angefiigt werden, so dass eine sternférmige
Flache entsteht. Die Hohe eines angesetzten Dreiecks ist doppelt so lang wie seine Grundseite. Konstruiere die
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Figur und trage die gegebenen MaRe ein! Berechne die Gesamtflache und den Umfang! (Runde jeweils das Teil-
und Endergebnis auf 2 Dezimalstellen!)" Der Text lasst fir den ersten Schritt mindestens zwei verschiedene
Interpretationen zu, die in den folgenden Zeichnungen représentiert sind:

Die vermutlich nicht intendierte Interpretation kdnnte z. B. durch folgende sprachliche Vervollstandigung ausge-
schlossen werden: "Das angesetzte Dreieck hat eine Seite mit dem gleichseitigen Dreieck gemeinsam; die zuge-
hoérige Hohe ist doppelt so groR wie diese Seite".

Zwischen den Kennzeichen Eindeutigkeit und Vollstandigkeit der mathematischen Fachsprache besteht ein Zu-
sammenhang. Bei einem unvollstdndigen Text geht leicht die Eindeutigkeit verloren, besonders wenn er nur aus
einem Satz besteht (z. B. bei einer Definition). Auch erwecken Mangel in der Eindeutigkeit oft den Eindruck der
Unvollstdndigkeit. Andererseits kann auch ein Text, der nur eindeutige Begriffe und Sétze enthdlt, dennoch
unvollstandig sein.

In der Zusammenschau der genannten Merkmale der mathematischen Fachsprache muss noch deutlich herausge-
stellt werden, dass jeder Text in dem situativen Zusammenhang zu sehen ist, in dem er steht: ist er einem Lehr-
oder Schulbuch entnommen, gehort er einer Fachvorlesung oder einem Fachvortrag an, ist er Ausschnitt aus
einem Unterrichtsdialog usw. Sollte er so formuliert sein, dass man ihm z. B. Eindeutigkeit und Vollstandigkeit
nicht ohne weiteres zusprechen mdchte, so gilt doch: Absprechen kann man ihm solche Pradikate erst, wenn der
Kontext mit beriicksichtigt wird. Es kénnen hier Vorkenntnisse, stillschweigende Ubereinkiinfte oder Gewohn-
heiten bestehen, aufgrund derer Zweifel als geklart und Informationsliicken als gefiillt gelten kénnen. Das Schaf-
fen von Konventionen ist nicht nur moglich, sondern entspricht — wie oben dargelegt — sogar einem Merkmal
der Fachsprache. Sie konnen fiir einen einzelnen Textautor, fiir eine Kommunikationsgemeinschaft, fir ein
Sprachgebiet oder international verbindlich sein: Sofern sie vom Rezipienten eines Texts zur Kenntnis genom-
men und akzeptiert werden, dienen sie als Grundlage fiir die Bildung eindeutiger Begriffe. Wird allerdings ein
Text aus dem kommunikativen Rahmen, flr den er geschaffen ist, herausgel6st, dann geht i. a. die Eindeutigkeit
verloren. Um sie wieder herzustellen, missen die getroffenen Vereinbarungen mitgeteilt werden.

Entsprechendes gilt fiir die Vollstandigkeit. Absolute Vollstandigkeit ist nicht immer zu realisieren, weil die
betreffenden Sprachprodukte sonst zu aufwendig und zu komplex, und damit Kommunikationsprozesse uner-
traglich schwerféllig wirden. Zugestadndnisse sind moglich, sobald innerhalb eines kommunikativen Rahmens
ein Kontext geschaffen wird, den alle Beteiligten kennen, und sofern die Kommunikationspartner Informations-
licken aufgrund implizit bestehender Vereinbarungen zu schlieRRen in der Lage sind. Wie weit diese Zugestand-
nisse gehen dirfen, ohne dass Ubermittlungsstérungen oder gar Fehler riskiert werden, lasst sich nur aus der
Situation heraus entscheiden.
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1.5.2 Zur Pragnanz mathematischer Texte

Alle bisher genannten Kennzeichen der mathematischen Fachsprache lassen sich, zumindest in ihrer speziellen
Auspragung, aus den Merkmalen des fachlichen Denkens heraus begriinden. Dies gilt nicht in gleicher Weise fr
die Pragnanz, obgleich auch sie oft als Mittel zur Erzielung inhaltlicher Klarheit eingesetzt wird. Jedenfalls ist
man in der Mathematik in besonderer Weise bestrebt, Sachverhalte und Ideen mit einem mdglichst geringen
Aufwand an sprachlichen Mitteln darzustellen. Pragnante Satze, die zugleich auch eindeutig und vollstandig
sind, werden als elegant bzw. sogar als Ausdruck fachlicher Qualifikation empfunden.

Im Einzelnen ist mit dem Bemuhen um Pragnanz folgendes gemeint:

— Man belegt relativ einfache Symbole und Ausdriicke mit einem méglichst groBen Bedeutungsumfang, so
dass mit geringen sprachlichen Mitteln relativ viel Information tbermittelt werden kann.

— Man formuliert Satze so knapp, wie es eine sachgerechte Beschreibung des jeweiligen Sachverhalts ohne
Informationsverlust eben noch zulésst. Man vermeidet jede Art von Redundanz.

— Die Wahl der Notationen und zugehdrigen Sprechweisen erfolgt nach dem Prinzip der ZweckméBigkeit und
des minimalen Aufwandes.

Die Pragnanz steht in einem gewissen Spannungsverhéltnis zur Vollstandigkeit. Der Merksatz eines Schulbuchs
"Grundmenge ohne Teilmenge ist gleich Restmenge" verwendet zwar sehr wenige Sprachmittel, ist aber wohl
kaum ausreichend, um den intendierten Zusammenhang vollstandig zu erklaren. Zumindest miisste es heil3en:
"Die Elemente der Grundmenge G ohne die Elemente einer Teilmenge 4 bilden die Restmenge 4' (von 4 in G)!"
Das Bemuhen um Prégnanz darf also nicht auf Kosten einer notwendigen Vollstandigkeit gehen.

1.5.3 Umgang mit mathematischen Texten

Nun ist allerdings auch ein geschriebener Text, der die Normen der Eindeutigkeit und der Vollstandigkeit in
optimaler Weise beachtet, auf vollig andere Weise zu lesen als ein Text der Alltagssprache (etwa ein Zeitungsbe-
richt) oder ein Prosatext der Literatur. Mit der Frage des Lesens mathematischer Texte beschéaftigen sich
MACGREGOR (1990a) und MUNRO (1990). Sie weisen auf unterschiedliche Merkmale von alltiglichen und fach-
lichen Texten sowie auf Lesegewohnheiten des Alltags hin, die das Verstehen mathematischer Texte erschweren.

Eine dieser Gewohnheiten besteht darin, dass wir Texte nicht Wort fir Wort lesen, sondern bei jedem Satz oder
Textabschnitt schon kurz nach Lesebeginn Hypothesen Uber den nachfolgenden Teil bilden, diese dann nur noch
"stichprobenweise™ berprifen und lediglich in zwingenden Fallen revidieren. Dies ist bei alltdglichen Texten
zumeist aus zwei Grunden "unschéadlich™: Zum einen werden hier oft viele Wdorter verwendet, um relativ wenig
Information zu kodieren, so dass es nicht auf die Wahrnehmung jedes einzelnen Wortes ankommt (Redundanz).
Zum zweiten konnen die Leser in die Lektiire in der Regel aus allgemein verfiigbarer Alltagserfahrung ein
Sachwissen einbringen, das ihnen beim rascheren Erfassen des Textsinns hilft. Beides ist bei mathematischen
Texten in aller Regel nicht der Fall. Da allgemein verflgbares Alltagswissen fehlt, kann hier der Leser nicht
schon nach wenigen Worten den Inhalt folgender Textteile antizipieren, auler er bringt zum Textinhalt gréRere
fachliche Vorkenntnisse mit. In den Féllen, wo die fachliche Bedeutung von Ausdriicken von der alltéglichen
abweicht, kénnte das Beiziehen solchen Erfahrungswissens auch sinnentstellend sein. Der Leser muss bei ma-
thematischen Texten also den anstrengenden Versuch unternehmen, die Bedeutung von Fachausdriicken bzw.
die gednderte Bedeutung der als Fachausdriicke verwendeten Ausdriicke der Alltagssprache zutreffend zu erfas-
sen. In jedem Fall zwingt ihn die héhere Prédgnanz bzw. Informationsdichte mathematischer Texte dazu, Wort flr
Wort zu lesen, um den Sinn komplett aufzunehmen. Dadurch werden auch an das Kurzzeitgedéchtnis weit héhe-
re Anforderungen gestellt. Hier sollte auch im Unterricht auf geeignete Hilfen verwiesen werden, wie das Erstel-
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len von Notizen, das Aufschreiben der Schlisselworter, das selbstdndige Nachvollziehen von Rechnungen, das
Nachschlagen unbekannter Termini usw.

Des Weiteren wird beim Lesen alltdglicher Texte die Sinnerfassung bzw. das Verstehen durch ein intuitives
syntaktisches Wissen beschleunigt. Wir brauchen hier nicht "genau" zu lesen in der Weise, dass wir jeden ein-
zelnen Buchstaben und jedes Wort beachten mussten. Selbst wenn wir mehrere Buchstaben und Worter "iberse-
hen", erhalten wir immer noch hinreichend viel Information, um den Sinn des Textes erfassen zu kdnnen. Dies
kann folgendes Experiment zeigen. Bildet man aus einem fachsprachlichen Text durch Weglassen fachspezifi-
scher Sprachanteile einen Luckentext, so ist es dem Leser kaum mdglich, die fehlenden Teile zu erganzen. Bei-

spiel: "Es seien die Seiten eines . Der der Seite ___ gegenuberliegende Winkel ist

ein Winkel, wenn die Beziehung gilt." Beschranken sich die Liicken hingegen
auf alltagssprachliche Anteile, so féllt die Erganzung wesentlich leichter: " a, b, c die Seiten
Dreiecks. Der der Seite ¢ Winkel __ genau dann ein rechter Winkel, wenn

a®+ b= gilt.”

Sicherlich gibt es bei dem einen oder anderen Leser auch ein ausreichendes Wissen uber die “"grammatischen
Regeln", nach denen mathematische Texte konstruiert sind. Diese unterscheiden sich allerdings von denen der
Alltagssprache durch eine strengere Logik und hohere Komplexitét, und sie sind daher nicht allgemein verfiig-
bar.

Genaues Lesen ist bei mathematischen Texten aber auch noch aus einem anderen Grund nétig. Wenn in der
Alltagssprache ein Verfasser oftmals nicht genau sagt, was er meint, und auch nicht genau das meint, was er
schriftlich ausdrtickt, ist der Leser daran gewohnt und auch zumeist auch in der Lage, eine solche Differenz von
"objektivem Bedeutungsgehalt” des Texts und subjektiv intendierter Bedeutung aufgrund von Kontextwissen "'zu
korrigieren". In der mathematischen Fachsprache jedoch, wo eine solche Differenz nach Mdéglichkeit vermieden
wird (Eindeutigkeit und Vollstandigkeit), ist der Leser dazu gezwungen, das Geschriebene "wortlich” zu neh-
men; er muss sich jedenfalls des beschrankten Interpretationsspielraums bewusst sein, der ihm bei solchen Tex-
ten zur Verfigung steht.

Insgesamt scheint es bei mathematischen Texten in aller Regel unverzichtbar, die - eventuell durch Pragnanz
verstarkte - Informationsdichte einzelner Textteile, oft einzelner Satze, mit Hilfe von Beispielen, Modelldarstel-
lungen und Anwendungen aufzulésen. Es bedarf eines permanent reflektierenden, oftmals auf friihere Textstel-
len zurlickgreifenden, intensiven Lesens, durchsetzt von Pausen der Vergegenwartigung, der Exemplifizierung
und der Anwendung. Wiederholtes Lesen gleicher Textstellen ist oftmals fir ein volles Verstehen unverzichtbar.

Alles was bisher generell (iber das Lesen mathematischer Texte gesagt wurde, gilt in verstarktem Malie speziell
fir das Lesen mathematischer Symbolsysteme mit ihrer ausgepragten Pragnanz und ihrer Eigenschaft, dass
schon kleinen Unterschieden im Erscheinungsbild groRe Bedeutungsunterschiede entsprechen — man denke an f
fir Funktion und /' fiir die Ableitung dieser Funktion oder an den Unterschied von 24 und &°. Deshalb gilt es in
besonderer Weise, jedes einzelne Zeichen in seiner Gestalt und in seiner VVerschiedenheit von anderen prézise zu
erfassen. Aufgegeben muss hier auch die alltdgliche Lesegewohnheit, Texte zeilenweise streng linear von links
nach rechts abzuarbeiten. Nicht wenige fachliche Symbole erstrecken sich flachenhaft iber mehrere Zeilen und
sind in einer speziellen, nicht immer rechts-links-normierten Ordnung zu lesen. Hier kann auch der Einsatz von
Programmen der Computer-Algebra hilfreich sein, denn die dort meist normierte Eingabe (die oft von der ge-
wohnten Schreibweise abweicht) erzwingt ein genaues Lesen bzw. ein Uberdenken der Symbolik, sonst wird die
Eingabe mit dem Vermerk syntax error zuriickgewiesen.

Zusammenfassend sei festgehalten: Mathematische Texte sind vor allem durch zwei Merkmale ausgezeichnet,
nadmlich durch hohe Informationsdichte und geringe Redundanz, d. h. auf wenigen Zeilen wird sehr viel Informa-
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tion eingepackt und nur wenige Zeichen sind entbehrlich. Dies erfordert, wie erwéhnt, den Erwerb anderer Lese-
strategien. Prosatexte kdnnen dagegen meist “unvollstdndig” gelesen werden, ohne dass das Verstdndnis er-
schwert ist. Das Verstehen mathematischer Texte erfordert den Einsatz aktiver Lesehilfen, wie Mitrechnen, An-
fertigen von Skizzen, selbstandiges Nacherfinden etc. Inwieweit eine gezielte Unterweisung solcher Techniken
mdglich und sinnvoll ist, wird Gegenstand weiterer Forschungen sein.
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2. Sprache und Mathematiklernen

Ging es im vorausgehenden Kapitel um Sprache allgemein und um mathematische Fachsprache im Besonderen
als selbstdndiges Thema, so soll nunmehr im zweiten Kapitel Sprache als Medium des Lehrens und Lernens von
Mathematik betrachtet werden. Am Beginn stehen Bemerkungen zum Zusammenhang zwischen Sprache, Ler-
nen und Mathematik und ein Uberblick tiber Lerninhalte und Lernziele des mathematischen Unterrichts (2.1).
Sodann sollen Rolle, Funktion und Bedeutung der Sprache beim Aufbau mathematischen Wissens (2.2) sowie
bei der Entwicklung mathematischer Féhigkeiten der Schiler (2.3) erértert, d. h. eine Bestimmung des didakti-
schen Orts der Sprache im Mathematiklernen versucht werden.

2.1 Sprache - Lernen - Mathematik

Der Frage nach der Beziehung bzw. dem Zusammenhang zwischen Sprache, Lernen und Mathematik kann man
sich auf verschiedene Weise néhern. Eine der moglichen Betrachtungsweisen untersucht die Frage, in welcher
Weise sprachliche Aktivitaten (alltagssprachliche wie fachsprachliche) das Lernen von Mathematik fordern
kdnnen (sie wird in den Abschnitten 2.2 und 2.3 behandelt). Im vorliegenden Abschnitt werden das Lernen von
Sprache und das Lernen von Mathematik einander vergleichend gegenuibergestellt und nach méglichen Verbin-
dungen zwischen beiden Lernaufgaben gesucht (2.1.1). Dann wird tber das Problem des Mathematiklernens in
verschiedenen Sprachen informiert (2.1.2), ehe, in Vorbereitung der folgenden Abschnitte, ein allgemeiner U-
berblick Gber Inhalte und Ziele des Unterrichts gegeben wird (2.2.3). Zur Thematik siehe auch MAIER (1986).

2.1.1 Lernen von Sprache — Lernen von Mathematik

Die Mdglichkeit, eine Sprache zu erlernen, gehdrt zu den grundlegenden Fahigkeiten des Menschen (dazu siehe
SCHWARZ 1992 und ZIMMER 1995). Es ist erstaunlich, wie scheinbar mihelos dies Kindern schon in friilhem
Alter gelingt und wie sie dabei sukzessive auch eine Grammatik der erlernten Sprache aufbauen. Mag Menschen
deutscher Muttersprache Ungarisch oder Chinesisch schwierig erscheinen, Kinder in Ungarn oder China lernen
diese Sprachen mihelos. Es ist noch immer umstritten, inwieweit die Sprachlernfahigkeit — moglicherweise
aufgrund besonderer neuro-physiologischen Gegebenheiten — auf das Kindesalter beschrankt bleibt. Die sog.
‘critical age hypothesis’ war bereits Gegenstand zahlreicher Untersuchungen (siehe SINGLETON 1989). Die Er-
fahrung zeigt jedenfalls, dass ab einem gewissen Alter das Erlernen einer Zweitsprache wesentlich schwerer fallt
als das Erlernen der Muttersprache in der Kindheit. Es ist eine gezielte Unterweisung nétig, und selten wird
dabei ein vergleichbar hoher Grad an Perfektion erreicht. Nur Kinder sind offenbar in der Lage, auch noch eine
zweite Sprache auf ‘natiirliche’ Art zu erlernen. Freilich muss ein ernsthafter Vergleich berticksichtigen, dass ein
Schiler mit einem achtjahrigen Englischunterricht von ca. 120 Stunden pro Schuljahr lediglich auf 8 x 120 = 960
Stunden kommt, in denen er — vielleicht sogar nur teilweise — der englischen Sprache ‘ausgesetzt’ ist. Ein Klein-
kind jedoch, das taglich nur vier bis fiinf Stunden sprachlichen Kontakt mit seinen Eltern hat, erreicht schon in
einem Jahr eine Exposition von weit (iber 1000 Stunden.

Im spéteren Alter erweitert sich die Kenntnis der “natirlich’ erlernten Muttersprache — und damit die Kommuni-
kationsfahigkeit — auf vielerlei Weise, auch wenn keine Fremdsprache erlernt wird. Man denke an das Erlernen
der Schrift (Schreiben und Lesen), an das Kennenlernen von Literatur, Musik und Kunst. Letztlich bedeutet der
Erwerb jeglichen Wissens eine Erweiterung der Sprachféhigkeit, nicht zuletzt auch das Erlernen von Mathema-
tik.

Kann man sich auch Mathematik auf ‘natlirliche’ Weise aneignen? Das Erlernen einer Sprache lasst sich als das
Setzen von Parametern in einem angeborenen Sprachmodul beschreiben (ROEPER 1988). Dieser Sprachmodul ist
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als angeborene Fahigkeit zu verstehen, die nicht auf andere Faktoren intelligenten Verhaltens reduzierbar ist, und
der sich méglicherweise in verschiedene Teilfdhigkeiten aufspalten lasst.” Das Erlernen einer weiteren Sprache
erfordert dann, neben dem Erlernen des neuen Wortschatzes, vor allem die Neueinstellung dieser Parameter
(FLYNN 1988). Kdnnte es nicht auch fiir das Mathematiklernen vielleicht einen eigenen Modul geben? Wenn ja,
dann missten wohl, &hnlich wie beim Erlernen der Muttersprache, auch im Bereich der Mathematik flexible
Transfers und damit ein exemplarisches Lernen méglich und sinnvoll sein. In der Tat eignen sich Kinder grund-
legende Fahigkeiten, wie Zahlen, Klassifizieren, Ordnen, Erkennen und Herstellen von rdaumlichen Mustern
(Raumvorstellung) offenbar auch ohne gezielte Instruktion an. Die Literatur tber den Erwerb der Zahlwortreihe
bzw. des Zahlbegriffes ist uferlos, so dass hier nur stellvertretend FUSON & RICHARDS & BRIARS (1982) und
ToOWSE & SAXTON (1997) genannt seien. Doch schon der Erwerb der Kulturtechnik Rechnen macht offenbar -
wie Lesen und Schreiben - eine planvolle Instruktion nétig. Falls es dann auch fur das Mathematiklernen eine
kritische Altersschwelle gibt, so sollte mit ihm in mdglichst jungen Jahren intensiv begonnen werden, damit
spater Uberhaupt ein Weiterlernen méglich bleibt. Verpalite Chancen wéren méglicherweise schwer wieder gut
zu machen. Die Frage des Anteils an angeborenem Wissen wird in der Kognitionspsychologie untersucht.
SPELKE (1995) stellt dazu sechs Thesen auf, von denen zwei fur das Lernen von Mathematik besonders wichtig
erscheinen: , Initial knowledge is domain-specific* (dazu schreibt die Autorin auf S. 435 ,, ... young infants ap-
pear to have systematic knowledge in four domains: physics, psychology, number, and geometry.”) und ,,Initial
knowledge is task-specific* (dazu: ,,Science often depends on linkages across distinct domains of knowledge,
creating such disciplines as analytical geometry, mathematical physics, and mechanistic psychology ... The abil-
ity to make these linkages, in turn, may depend on the increasing interactiveness of domain-specific and task-
specific systems of knowledge* (S.444). Auch in BRAINERD (1982) findet man Hinweise auf Untersuchungen
zum Aufbau mathematischer Begriffe beim Kind (z. B. HOEMANN & R0ss 1982 uber Wahrscheinlichkeit und
Zufall, SIEGEL 1982 zur Entwicklung der GroRenbegriffe).

BiGELOW (1990) und MuUNRO (1990) untersuchen, inwieweit sprachliche Prozesse, die beim alltaglichen Beg-
riffserwerb eine Rolle spielen, mit den sprachlichen Prozessen korrelieren, die beim Lernen von Mathematik
auftreten. BIGELOw knipft an die These von Chomsky an, dass menschliche Sprachen unglaublich komplizierte
grammatikalische Strukturen aufweisen, und dass uns — wie schon erwahnt — eine Fahigkeit angeboren sein
muss, diese Strukturen zu erfassen, ein ,,language acquisition device* (LAD). Wenn Kinder eine Sprache lernen,
meistern sie etwas weitaus Komplexeres als es (auch héhere) Schulmathematik darstellt; dennoch gelingt dies in
jungen Jahren und &uBerst rasch. ,,They could not possibly achieve this feat just by observation, remembering,
and extrapolating observed regularities in the speech around them. They could not possibly achieve what they do
by applying multi-purpose learning strategies, of the sorts which we use in learning history, geography, account-
ing, mathematics, or any other such subject* (BiIGeLow 1990, S. 2).

Der fiir das Lernen von Sprache geeignete kognitive Modul (der LAD), Uber den Kinder verfiigen, scheint etwas
Einzigartiges zu sein. Bei der Frage, ob es einen Modul fiir das Lernen von Mathematik gibt, ist zu beachten,
dass der LAD auf die Syntax natirlicher Sprachen ausgerichtet ist, und dass der mathematische Symbolismus
teilweise eine ganz andere Syntax aufweist. Dies und vieles andere weist darauf hin, ,,that massive problems are
located at the interface between mathematics education and natural languages* (BIGELOw 1990, S. 2).

Obwohl auch MUNRO ein breites Spektrum von Situationen entwickelt, in denen die Strategien fiir das Lernen
von Mathematik und fiir die Sprachverarbeitung verschieden sind, kommt er doch zu einer positiven Beurteilung
der gestellten Frage. Er diskutiert, unter VVerweis auf Literatur, drei Hypothesen zum Erwerb der Wortbedeutung:

" Ein gewichtiger Befund in diese Richtung wurde durch FIsHER et al. (1998) erbracht, wo erstmals der Genort SPCH1 auf

Chromosom 7 identifiziert wurde, der mit der Entwicklung des Sprachvermdgens zusammenhéangen kénnte.
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Die ,,semantic features hypothesis“ behauptet, dass die Bedeutung eines Wortes in semantische Einheiten
zerlegbar sei, die auf der Wahrnehmung beruhen und nach bestimmten Regeln erworben werden.

Die ,,functional core hypothesis* geht davon aus, dass die Bedeutung eines Wortes mit einer Menge funktio-
naler Eigentimlichkeiten verbunden ist, die beim Begriffsaufbau erworben werden (d. h. wichtig ist die Ver-
wendung des Wortes).

In der Theorie der ,,Referential Models of Word Meaning* wird behauptet, dass die Bedeutung eines Wortes
mit dem Vorkommen in gewissen Kontexten verbunden ist, wobei Prototypen eine entscheidende Rolle spie-
len.

MUNRO meint, dass beim Lernen von Mathematik vermutlich all diese Prozesse beteiligt, Prototypen aber be-
sonders wichtig seien. Auf Grund seiner Untersuchungen schlief3t er: ,,The findings indicate that children use
specific prototypes and examples in constructing the meaning of mathematical terms* (MuNRO 1990, S. 9).
Da sich die Frage der Existenz eines ‘mathematischen Moduls’ derzeit noch nicht entscheiden l&sst, konnte
man wenigsten priifen, ob man nicht aus der Art, wie Kinder ihre (erste) Sprache erlernen, gewisse Schluss-
folgerungen fiir ein ‘natirliches’ Lernen von Mathematik ziehen kann. In der Tat leitet ROBINSON (1990) aus
der Sprachlernsituation eine Liste von MaRnahmen und Bedingungen ab, die auch fiir das Lernen von Ma-
thematik forderlich erscheinen und hier nur skizzenhaft wiedergegeben werden kdnnen:

Einbettung (,immersion“): Kinder sollen wahrnehmen, dass der Alltag nicht nur mit Sprache erfillt ist,
sondern auch voller Mathematik steckt.

Hinweisen (,,demonstration“): Es soll immer wieder gezeigt werden, dass Mathematik, wie Sprache, in vie-
lerlei und sinnvoller Weise verwendet wird.

Erwartungen (,,expectations): Es muss gelingen, Kinder zu tiberzeugen, dass sie mit dem Lernen von Ma-
thematik, wie mit Erlernen der Sprache, Erfolg haben kdnnen. Die oft von Generation zu Generation tradierte
Erzéhlung vom MiRerfolg in Mathematik sollte abgebrochen werden.

Verantwortung (,,responsibility”): Kinder sollen eigene Wege zum Lernen von Mathematik finden, wie
ihnen dies auch bei der Sprache gelingt.

Anndherungen (,,approximations): Kinder sollen auch beim Mathematiklernen das Geflihl haben, dass ihre
Antworten akzeptiert werden, auch wenn sie korrigiert werden missen, d. h. es sollte das Selbstvertrauen ge-
stérkt und der Mut zum Risiko gefordert werden.

Beschaftigung (,,employment®): Es sollte viel Gelegenheit geboten werden, dass Kinder ihre mathemati-
schen Fertigkeiten einsetzen, vor allem auch fur ihnen selbst sinnvoll erscheinende Aufgaben.

Ruckmeldung (,,feed back®): Brauchbare Antworten der Kinder sollten bestatigt werden, eventuell verbun-
den mit einer indirekten Korrektur. (Beim kindlichen Spracherwerb gibt es die verstdrkende Rickmeldung
mit eventuell nétiger Korrektur.)

Auch BICKMORE-BRAND (1990) gibt einen Uberblick tiber einige, ebenfalls aus der Sprachdidaktik stammende
Aspekte, die fiir das Lernen von Mathematik bedeutsam sein kdnnten. Insbesondere nennt sie:

Kontext (,,context”): Fir die Vermittlung von Kenntnissen, Fertigkeiten und Wertvorstellungen ist ein be-
deutsamer Kontext zu schaffen.

Interesse (,,interest”): Ausgangspunkt des Lernens sind das Wissen, die Fertigkeiten und die Werte des Ler-
nenden.

Modellieren (,,modelling*): Der Lernende soll sehen, wie andere (,,significant persons*) mit diesen Fahigkei-
ten umgeht.

Lernen in Stufen (,,scaffolding®): Es gilt, die Kinder herauszufordern, ihre Fahigkeiten auf der Basis des
Vorhandenen schrittweise zu erweitern.

Metakognition (,,metacognition®): Die Lernprozesse sollen im Klassenzimmer thematisiert werden.
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- Verantwortung (,,responsibility*): In Kindern ist die Fahigkeit zu férdern, fur ihr Lernen selbst verantwort-
lich zu sein.

- Gemeinschaft (,,community“): Es gilt eine Atmosphare zu schaffen, in der Kinder bereit sind, sich einzubrin-
gen und gemeinsam handeln kénnen.

2.1.2 Mathematik in verschiedenen Sprachen

In unserem Kulturkreis erscheint es zunéchst selbstverstandlich, dass Kinder in Mathematik in ihrer Mutterspra-
che unterrichtet werden. Das ist schon nicht mehr so selbstverstandlich, wenn man an die Kinder der zahllosen
Gastarbeiter und Emigranten denkt, die derzeit in deutschsprachigen Landern in die Schule kommen. Weltweit
stellt sich das Problem noch in einer anderen Perspektive, da es mehrere tausend Sprachen gibt, obwohl deren
Vielfalt in den letzten Jahrzehnten dramatisch zuriickgegangen ist. Vor einigen Jahren wurde von der UNESCO
das Problem der bedrohten Sprachen zum Jahresthema erklart (zur Problematik siehe ROBINS & UHLENBECK
1991), was in Mitteleuropa leider keine 6ffentliche Resonanz gefunden hat. Viele Sprachen werden nach wie vor
nur als gesprochene Sprachen verwendet; und selbst, wenn Sprachen zu Schriftsprachen geworden sind, ist es
noch ein weiter Weg bis zur Verwendung als Schulsprache und ein noch weiterer Weg bis zur Verwendung als
Sprache des Mathematikunterrichts.

Einen Markstein auf diesem Weg setzte das Symposium, welches 1974 mit Unterstiitzung von UNESCO, CEDO
und ICMI in Nairobi stattgefunden hat (N4iroBIREPORT 1974). Dort wurde festgehalten, dass Mathematik (ah-
nlich wie Sprache) in einem gewissen Sinn universal ist: "Mathematics itself is universal ... mathematicians,
whether they are from Botswana, or Britain, or Burma, show a common frame of reference, expressed in a
strongly formalised notation which is universally accepted. The languages in which they discuss mathematics
may differ, but about the mathematics itself there is nearly total agreement." AulRerdem wurde festgestellt, dass
auch die Probleme des Mathematikunterrichts weltweit dhnlich sind, wenngleich die sozialen und 6konomischen
Bedingungen oft verschiedene Ldsungen erfordern: “Mathematics education, then, is universal, in its problem
area .... It is the solutions that differ.” (CHRISTIANSEN & WILSON 1974, NAIROBIREPORT 1974, S.14-15).

Im Berichtband gibt MoRrRris (1974) einen Uberblick iiber die Situation in verschiedenen Landern. Kurz darge-
stellt wird die Situation in Athiopien (einem Land mit ca. 70 verschiedenen Sprachen!), Lesotho, Liberia, Nige-
ria (wiederum ein Land mit mehreren Hundert Sprachen), Singapore, Sri Lanka, Tanzania, United Kingdom und
Zambia®. Zwei Beispiele, wie der mathematische Wortschatz durch Language Engineering aufgebaut werden
kann, seien aus Kiswahili gegeben: Zunéchst gab es dort kein allgemein gebrduchliches Wort fir DIAGONALE.
Man fand heraus, dass die Tischler bei der Herstellung von Betten Befestigungen verwenden, die, diagonal ge-
spannt, ulalo genannt werden. So wurde ulalo das Wort fur DIAGONALE im Geometrieunterricht. Ein anderes
Problem war die Bezeichnung fir positive und negative ganze Zahlen. Eine Nachforschung in verschiedenen
Bantusprachen ergab, dass die Suffixe -kasi “hinunter’ und -anya ‘hinauf’” weit verbreitet sind. Daher heif3t nun
tatuanya ‘plus drei’ und tatuhasi ‘minus drei’ (man beachte, dass gegentiber dem Deutschen und auch der ubli-
chen Kurzschreibweise +3 bzw. —3 die Reihenfolge verschieden ist).

Die wichtigsten Ergebnisse dieses Symposiums kénnen wie folgt zusammengefasst werden (siehe NAIROBIRE-

PORT 1974, S. 103):

(1) Es gibt Lander, in denen der Unterricht praktisch durchgehend in einer Sprache erfolgt, die als National-
sprache die Muttersprache des grofiten Teiles der Bevolkerung ist. Fiir einige dieser Sprachen ist gegenwar-
tig der Aufbau eines mathematischen Wortschatzes im Gange, wobei Entlehnung und das Schaffen neuer
Worter die wichtigste Rolle spielen. Es wird festgehalten, dass dieser Prozess grundsatzlich fur alle

®  Die Situation in Stidafrika ist unter anderem Gegenstand von PRINS 1995 und 1997.
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Sprachen mdglich ist: ,,In this connection it is noted that there would appear to be a consensus among lin-
guistic experts that any language can be developed to the point where its mathematical register is fully
competent to fulfil all pedagogical needs“ (S.105).°

(2) Invielen Landern erfolgt der schulische Mathematikunterricht in einer Sprache, die nicht die Muttersprache
der meisten Kinder ist. Hier empfiehlt das Symposium eindringlich, den Erwerb der Unterrichtssprache, der
meist erst mit Beginn der Schulzeit einsetzt, durch gezielte Malinahmen zu férdern und bei der Einfiuihrung
des Wortschatzes, der Bedeutungen und der Satzstrukturen in allen Gegenstanden nach sprachdidaktischen
Grundsétzen vorzugehen. °

(3) In anderen La&ndern wird eine ,lokale Sprache“, die zumindest die Muttersprache vieler dort ansassiger
Kinder ist, in den ersten Jahren als Unterrichtssprache verwendet, und erst spéter der Unterricht in einer an-
deren Sprache, wie Englisch, Franzdsisch oder Portugiesisch, durchgefiihrt. Auf die Verwendung dieser
Sprache muss natirlich in geeigneter Weise vorbereitet werden. Ein Problem ist wie bei Nationalsprachen,
die erst seit einigen Jahrzehnten Unterrichtssprachen geworden sind, der Aufbau des mathematischen
Wortschatzes und die Entwicklung geeigneter Materialien fiir den Mathematikunterricht. Das Problem ist
hier etwas anders als bei den unter (1) genannten Sprachen, da bei diesen ,,lokalen Sprachen* die Zahl der
Sprecher oft deutlich geringer ist als bei den Nationalsprachen und es daher an ideellen und materiellen
Ressourcen mangelt, um diese Aufgaben zu bewaltigen (z. B. muss es ja genuigend Lehrer geben, die in
diesen Sprachen kompetent sind).

Ebenfalls mit der Unterstiitzung der UNESCO hat 1984 ein Symposium in Kalkutta stattgefunden. In den Pro-
ceedings of Seminar-cum-workshop on mathematical linguistics, mathematical language, and interaction with
mathematical education (1984) findet man zu diesem Thema noch weiteres interessantes Material, vor allem
auch zu den Problemen der Kompetenz in einer Zweitsprache und zur Entwicklung des mathematischen Regis-
ters durch Sprachplanung. Es werden sogar VVorschldge zur Einfiihrung neuer d. h. vereinfachter Zahlwdrter fur
die Sprachen Bengali und Hindi diskutiert.

Obwohl die Mathematik, wie sie weltweit betrieben und unterrichtet wird, sicher durch die ,,westliche* techno-
logische Kultur geprégt ist, wird heute zu Recht auf die Universalitat der Mathematik und die weltweiten Wur-
zeln der Mathematik verwiesen. Die Einbeziehung von historischen und ethnographischen Daten hat hier eine
Reihe interessanter Erkenntnisse erbracht, die selbst wieder zu einer Verlebendigung des Mathematikunterrichts
beitragen kénnten. Zu nennen sind hier etwa die Publikationen GERDES 1990, BisHop 1991, ELLERTON & CLE-
MENTS 1991, JOSEPH 1992, NELSON & JOSEPH & WILLIAMS 1993 und D’ AMBROSIO 1995, 1996.
Einige wenige weitere bibliographische Hinweise auf Arbeiten, die von der Verschiedenheit der Kulturen und
Versuchen ihrer Integration im Zusammenhang mit Mathematikunterricht handeln, scheinen dennoch ange-
bracht. Dabei muss betont werden, dass zwei Aspekte der Frage des Mathematikunterrichts auf dem Hintergrund
verschiedener Sprachen und Kulturen, tber das wissenschaftliche Interesse hinaus, fiir den Mathematiklehrer
wichtig sein kénnen:
(1) Die sprachliche Komponente beim Lernen und Lehren von Mathematik kann durch den Kontrast mit den
Ausdrucksmitteln einer anderen Sprache verdeutlicht werden.
(2) In vielen Schulen gibt es eine Reihe von Kindern, deren Muttersprache nicht Deutsch ist. Eine sensible
Beachtung der daraus entstehenden Probleme ist daher padagogisch geboten.

Es sollte darauf hingewiesen werden, dass es sehr empfehlenswert erscheint, wenn die Muttersprache des Kindes Teil des
Schulunterrichts ist. Die Anzahl einschl&giger Untersuchungen ist sehr groR. HAILE (1994) etwa weist nach, dass der Ma-
thematikunterricht in Amharisch bei Kindern in Addis Abeba positiv mit der Schulleistung korreliert.

Untersuchungen zeigen immer wieder, dass den Schillern beim Mathematiklernen in einer Zweitsprache Schwierigkeiten
erwachsen (siehe z. B. MESTRE & GERACE 1986).

10
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Lesenswert ist etwa der Beitrag von WATSON (1990), der die grundlegende Verschiedenheit des Begriffs-
bildungssystems der Yolgnu (Northern Territory, Australien) und des uns geldaufigen Begriffsbildungssys-
tems, welches als ,,Conceptual structure of the Western knowledge* bezeichnet wird, aufzeigt. Insbesonde-
re findet die Autorin, dass die Strategie rekursiver Muster auf zwei Arten verwirklicht werden kann: bei
den Yolgnu durch das gurrutu-System, welches in erster Linie die genealogischen Beziehungen regelt und
in der ,,Western knowledge” durch den Aufbau der Zahlwortreihe (die aber keineswegs als typisch ,,Wes-
tern* anzusehen ist). Ebenfalls mit der Situation australischer VVélker beschéaftigen sich HARGRAVE (1982)
und HARRIS (1991).

DALE & CUEVAS (1987) beschaftigen sich mit dem Lernen von Mathematik in englischer Sprache durch Schi-
ler, fur die Englisch nicht Muttersprache, sondern ihre Zweitsprache ist (in sog. ESL-Klassen). Sie wenden Be-
funde Uber den engen Zusammenhang zwischen sprachlicher Tuchtigkeit und Leistungsfahigkeit einerseits und
mathematischen Lernerfolgen andererseits bei monolingualen Schillern auf diese spezielle Situation an und
kommen so zur Forderung nach einer engen Verkniipfung von Mathematiklernen und sprachlicher Férderung.
Die Schiiler sollen im Unterricht nicht nur mittels Sprache Mathematik lernen, sondern auch mittels Mathematik
sprachliche Forderung erfahren. An Beispielen werden sprachspezifische Strategien fuir den Mathematikunter-
richt aufgezeigt, die sich durchaus allgemein, also auch fiir das Lernen von Mathematik in der Muttersprache, als
nitzlich erweisen kénnen. Danach hat der Lehrer bei der Planung und Gestaltung seines Unterrichts nicht nur die
inhaltlichen Anforderungen zu analysieren, die entsprechenden Voraussetzungen bei den Schiler zu Uberprifen
und fir sie geeignete UnterrichtsmalBnahmen zu entwickeln, sondern das gleiche auch fiir den Bereich der Spra-
che zu leisten. Er muss die sprachlichen Mittel, die bei einem Thema Verwendung finden sollen, sorgféltig ana-
lysieren und darauf bezogen, die sprachlichen Fahigkeiten der Schuler genau diagnostizieren: Welche der zu
verwendenden Ausdriicke und Symbole kennen die Schiler bereits? Konnen sie diese lesen, schreiben, definie-
ren und in ihrem strukturellen Zusammenhang verstehen? Im Anschluss daran kdnnen sprachférdernde MaR-
nahmen geplant und konsequent in den Unterricht integriert werden.

Auf den grofRen internationalen Kongressen zum Mathematikunterricht ist das Thema Sprache und Mathematik
fast immer durch Referate und Arbeitsgruppen vertreten. In den Proceedings 4th International Congress Mathe-
matical Education 1980 diskutiert GNERRE (1983) die Frage, ob angesichts der von den europaischen Sprachen
beeinflussten mathematischer Symbolsprache ein Unterricht in Spanisch oder in Jivaro (einer Sprache, die im
Amazonasgebiet in Brasilien gesprochen wird) vorzuziehen wiére. Uber &hnliche Probleme im Japanischen, die
insbesondere mit der Wortstellung im Japanischen zusammenhéngen kdnnten, berichtet Hosol (1983). Soziolin-
guistische Probleme stehen im Zentrum des Beitrags YOUNG (1983) (ber die Situation in Jamaica. Es kann nur
erwahnt werden, dass in diesen Proceedings auch schone Uberblicksartikel zum Thema Mathematik und Sprache
enthalten sind (wie etwa HowsoN 1983, LABORDE 1983, LOWENTHAL 1983 und PELLEREY 1983).

In den beiden nachfolgenden Kongressberichten Proceedings 5th International Congress Mathematical Educati-
on 1984 und Proceedings 6th International Congress Mathematical Education 1988 finden sich die Berichte Uber
Arbeitsgruppen, in denen in Referaten und Diskussionen tber die Probleme von Mathematik und Sprache, aber
auch speziell das Thema Mathematikunterricht in den vielen Sprachen der Welt bzw. in einer Zweitsprache an-
gesprochen wurde. Die zahlreichen interessanten Einzelheiten konnen in den Kongressberichten nachgelesen
werden. Von den zahlreichen Arbeitsgruppen, die auf dem Kongress 1992 zusammengetreten sind, hat die Wor-
king Group 10 ‘Multicultural and Multilingual Classrooms’ die Tradition fortgefihrt (siehe Proceedings Seventh
International Congress on Mathematical Education 1992, S.154 - 159). Es ist schade, dass viele dieser Bemu-
hungen immer noch als Projekte einzelner Lehrer oder Pédagogen oder kleiner engagierter Gruppen erscheinen,
die weltweite Vernetzung und die kulturpolitische Umsetzung aber noch weiterentwickelt werden misste.
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2.1.3 Mathematische Lerninhalte und Lernziele

Das, was die Schiiler im schulischen Unterricht von Mathematik lernen, I&sst sich grob gliedern in mathemati-
sches Wissen und mathematische Féhigkeiten. Im Bereich des Wissens sind die Begriffskenntnisse von besonde-
rer Bedeutung und verdienen daher gesonderte Aufmerksamkeit. Die Ubrigen Wissensinhalte lassen sich unter
der Bezeichnungen Kenntnisse zusammenfassen.

Mathematische Begriffe lassen sich als vernetztes Wissen uiber mathematische Objekte, Beziehungen, Operatio-
nen und Strukturen charakterisieren. Auf verschiedenen Schulstufen treten als Lerninhalte auf

arithmetische Begriffe wie Zahlbegriffe und Begriffe von Zahlmengen (z. B. GANZE ZAHLEN, BRUCHZAHLEN
bzw. RATIONALE ZAHLEN), Relationsbegriffe wie IST KLEINER ALS, IST GRORER ALS, IST GLEICH, Operations-
begriffe wie ADDIEREN, DIVIDIEREN und Strukturbegriffe wie STELLENWERTSYSTEM;

algebraische Begriffe wie VARIABLE, TERM, GLEICHUNG, GLEICHUNGSSYSTEM, RELATION, FUNKTION,
GRUPPE, RING, KORPER;

geometrische Begriffe wie GERADE, STRECKE, WINKEL, QUADRAT, TRAPEZ, POLYGON, DREIECK, HYPOTE-
NUSE, UMKREIS, QUADER, PRISMA, PYRAMIDE, POLYEDER, SEHNE, TANGENTE, WINKELHALBIERENDE, HO-
HE, RADIUS, LANGE, FLACHENINHALT, VOLUMEN, INZIDIEREN, SICH SCHNEIDEN, PARALLEL, SENKRECHT,
KONGRUENT, ZERLEGUNGSGLEICH, INHALTSGLEICH, ACHSENSPIEGELUNG, ZENTRISCHE STRECKUNG;
stochastische Begriffe wie HAUFIGKEIT, WAHRSCHEINLICHKEIT, MITTELWERT, STANDARDABWEICHUNG,
KORRELATION und

Begriffe der Analysis KONVERGENZ, STETIGKEIT, ABLEITUNG, DIFFERENZIERBARKEIT, INTEGRAL, USW.

Zu den Lerninhalten des Mathematikunterricht gehéren neben den Begriffen:

Kenntnisse von (Lehr-)Sétzen, z. B. von Rechenséatzen (Einspluseins- und Einmaleinssatzen), von Regeln fir
das Rechnen mit natiirlichen Zahlen, von Umrechnungszahlen fiir konventionelle GréReneinheiten, von Vor-
zeichenregeln fiir das Rechnen mit ganzen Zahlen und Verknupfungsregeln fur Bruchzahlen in Bruch-
schreibweise und fur Potenzen, von Berechnungstermen (Formeln) und Lehrsatzen (algebraischen und geo-
metrischen) einschlieBlich zugehdriger Ableitungen bzw. Beweise, und

Kenntnisse von Verfahren_(Algorithmen), z. B. fur schriftliches Rechnen, fur das Umformen und Berechnen
von Termen, fiir das Ldsen von Gleichungen und Gleichungssystemen, fiir das Darstellen von Funktionen,
flr geometrische Konstruktionen, aber auch Verfahren der Vektorrechnung, des Differenzierens und des In-
tegrierens.

Dariiber hinaus gilt es noch, Kenntnisse zu erwerben, die sich in Form bedeutsamer Wissenselemente in
komplexere kognitive Besitzstande oder F&higkeiten integrieren sollen.

Das mathematische Wissen der Schiiler sollte nicht auf eine reproduzierbare sprachliche Speicherleistung re-
duziert sein; die Schiler sollen es verstanden haben. Das Verstehen mathematischen Wissens hat nach MAI-
ER (1995) zwei inhaltliche Dimensionen. Zum einen bedeutet es, dass seine verbale und symbolische Repré-
sentation so eng mit — mdglichst konkreten bzw. anschaulichen — Objekten und Handlungen verknipft ist,
dass dem Wissenden jederzeit eine Zuordnung bzw. ein expliziter oder wenigstens impliziter Transfer zwi-
schen beiden maglich ist (modale Dimension des Verstehens). Zum zweiten sollte jedes verstandene Wis-
senselement verschiedene kognitive Komponenten aufweisen (mentale Dimension des Verstehens). Diese
Komponenten sind

ein Wissen um die charakterisierenden Merkmale des Begriffs, Satzes oder Verfahrens, einschliellich der
Fahigkeit Beispiele von Referenzobjekten und Referenzhandlungen von Gegenbeispielen zu unterscheiden
(konzeptuelle Komponente);
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— ein Wissen um Prozesse, die zur Konstruktion des Begriffes, Satzes oder Verfahrens nétig sowie um Hand-
lungsmdglichkeiten, die mit ihnen verbundenen sind (prozedurale oder funktionale Komponente);

— ein Wissen um die in dem Begriff, Satz oder Verfahren vorzufindenden gegenstindlichen Beziehungen und
ihre Beziehungen zu anderen Begriffen, Satzen oder Verfahren (relationale oder strukturelle Komponente);

— ein Wissen um die in dem Begriff, Satz oder Verfahren bestehenden logischen Beziehungen sowie die logi-
schen Beziehungen zu anderen Begriffen, S&tzen oder Verfahren (argumentative Komponente);

— ein Wissen um mdgliche Formen der Verwendung bzw. Anwendung des Bgriffs, Satzes oder Verfahrens
(elaborative Komponente) und evtl.

— ein Metawissen uber den Begriff, den Satz oder das Verfahren (reflexive Komponente).

Das Mathematiklernen kann und sollte sich freilich nicht auf den Erwerb von Wissen im Sinne normierter und
vorstrukturierter Systeme von Begriffen, Satzen und Verfahren beschridnken. Gewichtige Stimmen (WAGEN-
SCHEIN 1965, POLYA 19672 KLEIN 1968, FREUDENTHAL 1973) lehnen einen Mathematikunterricht in “Fertig-
bauweise" ab und fordern statt dessen programmatisch, "Mathematik als Tatigkeit" (FREUDENTHAL) zu betrei-
ben. Dies verlangt, dass die Schuler fir mathematisches Tun typische Féhigkeiten erwerben. LENNE (1969)
spricht von ,,mathematischen Denkformen* und ,,allgemeinen Qualifikationen“, WINTER (1972) zum einen von
»allgemeinen Haltungen und Féahigkeiten“, zum anderen von geistigen Grundtechniken. BAUER (1978 und 1988)
stellt fiir das schulische Mathematiklernen eine Liste von ,,Prozesszielen” zusammen, die er den ,,Produktzielen*
gegeniberstellt. Dazu gehoren die Fahigkeit zum Beschreiben mathematischer Objekte, Beziehungen und Struk-
turen, das Definieren mathematischer Begriffe, das Klassifizieren, Ordnen, Systematisieren und Strukturieren
mathematischer Objekte und Beziehungen, das Generalisieren und Abstrahieren mathematischer Begriffe und
Erkenntnisse, das Analysieren mathematischer Situationen einschlieflich des Unterscheidens von Féllen, das
Synthetisieren und Verknipfen, das Transformieren, das Kombinieren, das plausible und das logische SchlieRen,
das Beweisen, das Mathematisieren, usw.

Eine Gliederung mathematischer Lerninhalte und Lernziele nach Begriffsaufbau, Erwerb von Kenntnissen und
Forderung mathematischer Fahigkeiten verlangt, auch auf die Zusammenhénge zwischen diesen drei Bereichen
hinzuweisen:

— Zum einen sollten die Lernenden neues mathematisches Wissen nicht passiv rezipierend aufnehmen, sondern
es sich in aktiver und unmittelbarer Auseinandersetzung mit dem Gegenstand, also ‘tatig’ zueignen: experi-
mentierend, forschend, entdeckend. Ausgangspunkt dafiir sind Aufgaben mit Problemcharakter, d. h. situati-
ve oder kognitive Impulse, die das mathematische Denken zielgerichtet aktivieren, wobei — im Gegensatz zu
mathematischen "Aufgaben" — den Schiilern zumindest aktuell kein direkt oder vollstdndig verwendbares
Lasungsverfahren verfugbar ist und sie daher selbst Losungswege und Ldsungen finden missen. Dabei ist
auf schon vorhandene mathematische Fahigkeiten aufzubauen.

— Zum anderen kdnnen die Schiler realititsbezogene oder erdachte Problemsituationen, in denen sie mathema-
tisch aktiviert werden und ihre mathematischen Fahigkeiten entwickeln sollen, in der Regel ohne ein gewis-
ses Mal? an Wissen nicht bewaltigen. VOLLRATH (1992) zufolge dienen z. B. Begriffe zur Klarung und Um-
strukturierung von Problemen und kénnen zum Finden und Sichern der Losung benutzt werden. Speziell bei
Beweisaufgaben bendtige der Problemldser ,,ausreichende Eigenschaftskataloge der auftretenden Begriffe®
(S. 131), ,,Kenntnisse Uber Beziehungen zwischen den auftretenden Begriffen“ (S. 132), ,,die Fahigkeit, fle-
xibel mit den einschl&gigen Begriffen umzugehen. Das bedeutet insbesondere, dass er Beziehungen zu ande-
ren Begriffen herstellen kann, um so eine neue Sicht Uber den Begriff und das Problem zu gewinnen® (S.
133). So kann es ihm dann gelingen, unter der Fiille vorhandener Eigenschaften und Beziehungen die fir die
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Lésung entscheidenden zu erkennen, also zu akzentuieren, und ,,logisch diszipliniert mit den Eigenschaften
der auftretenden Begriffe umzugehen® (S. 134).

— Aber auch zwischen dem Lernen von Begriffen und Kenntnissen gibt es einen Zusammenhang. So ist der
Aufbau von Begriffen zumeist nicht denkbar ohne die Verwendung von Kenntnissen, z. B. iber Eigenschaf-
ten von Referenzobjekten und Verfahren ihrer Bearbeitung. Andererseits bleiben viele Satz- und Verfahrens-
kenntnisse ohne zugrunde liegende Begriffe unverstandlich.

Trotz solcher Zusammenhénge soll nachfolgend die Rolle und Bedeutung der Sprache zunédchst nur fir den Auf-
bau von Wissen, insbesondere von Begriffen diskutiert (2.2) und dann in einem gesonderten Abschnitt fir die
Entwicklung mathematischer Fahigkeiten, d. h. das Aufgaben- und Problemldsen (2.3), untersucht werden.

2.2 Sprache und Aufbau mathematischen Wissens

Welche Rolle spielt nun die Sprache in gesprochener und in geschriebener Form beim Aufbau mathematischer
Begriffe sowie beim Erwerb von Kenntnissen von Lehrsatzen und Verfahren? Nachfolgend soll zuerst die Spra-
che in den Zusammenhang anderer Darstellungsformen fur mathematisches Wissen gestellt (2.2.1) und dann
geprift und kritisch diskutiert werden, welche Funktion der Sprache im Rahmen dieser Lernaufgabe zukommen
sollte, und zwar getrennt fur den Fall, dass sich das Wissen in konkreten bzw. anschaulichen Referenzobjekten
und Referenzhandlungen visualisieren lasst (2.2.2) und fur den Fall, dass eine solche Mdéglichkeit nicht zur Ver-
fligung steht (2.2.3).

2.2.1 Handlung, Bild und Sprache — unterschiedliche Darstellungsformen?

Fur die Darstellung mathematischen Wissens entwickelte BRUNER (1971) eine Begrifflichkeit, die mit groRem
Erfolg Eingang in die fachdidaktische Diskussion fand. Gemeint ist seine Unterscheidung zwischen drei Repra-
sentationsmodi: dem enaktiven, dem ikonischen und dem symbolischen. Beim enaktiven Modus denkt BRUNER
an den manipulierenden Umgang mit konkreten Modellen. So, wenn etwa im mathematischen Anfangsunterricht
Kinder mit Hilfe von Rechenplattchen Additions- und Subtraktionsaufgaben darstellen oder Sekundarstufen-
schiller mit Modellen geometrischer Korper hantieren. Im Fall des ikonischen Modus wird Wissen in Bildern
oder Zeichnungen verkoérpert, wie es vor allem im Bereich der Geometrie in der Sekundarstufe haufig geschieht.
Dem symbolischen Modus rechnet BRUNER die Sprache in ihrer gesprochenen und geschriebenen Form zu, ein-
schlieBlich der Notation in mathematischer Symbolsprache.

Mit Hilfe der BRUNERschen Darstellungsmodi lasst sich der von BAUERSFELD (1972) sogenannte ,,intermodale
Transfer* beschreiben. Aktivitaten des intermodalen Transfers verlangen von den Schiilern gleichsam eine ‘U-
bersetzung’ mathematischen Wissens von einer Darstellungsform in eine andere; so, wenn beispielsweise
Grundschiler eine mit Plattchen gelegte Additionsaufgabe zeichnerisch mit Kringeln darstellen, versprachlichen
oder in Ziffernsymbolen notieren, oder wenn Sekundarstufenschiiler sich die symbolische Darstellung eines
geometrischen Sachverhalts zeichnerisch vergegenwértigen.

Man kann die mdglichen Aktivitaten des intermodalen Transfers in folgender Ubersicht darstellen:
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Handlung ikonisieren . Bild/ Zeichnung

konkretisieren

konkretisieren verbalisieren ikonisieren
exemplifizieren symbolisieren exemplifizieren

Sprache

Die BRUNERsche Reprasentationstheorie ist aber aus drei untereinander zusammenhangenden Griinden zu prob-

lematisieren:

— Zum ersten lassen sich enaktive, ikonische und symbolische Darstellung keineswegs so klar voneinander
abgrenzen, wie die Theorie nahezulegen scheint. Die Schwierigkeit kann an einigen Beispiele beleuchtet
werden: Wenn ein Schiler im Geometrieunterricht eine Drehung dadurch darstellt, dass er ein aus Pappe
ausgeschnittenes Dreieck mit Bleistift umfahrt, dann in einen gegebenen Punkt um einen gegebenen Winkel
dreht, um schlieBlich durch nochmaliges Umfahren die Bildfigur zu zeichnen, ist das eine enaktive oder eine
ikonische Darstellung? Und wenn er das Pappdreieck nicht benutzt und stattdessen die beiden Figuren mit
dem Geodreieck zeichnet, unterscheiden sich dann die beiden Darstellungen so stark voneinander, dass man
sie verschiedenen Repréasentationsmodi zuordnen darf? Anderes Beispiel: Wenn ein Schiler die Formel
Ay :%g-h schreibt, ist dann das kleine Dreieck A ein Bild oder ein Symbol, und ware die Frage im Falle

der Schreibweise g || h fiir das Parallelzeichen anders zu beantworten? Wann ist die Zeichnung eines Drei-
ecks ein Bild und wann ein Symbol? Man kann an vielen Fallen unschwer zeigen, dass der Ubergang zwi-
schen mathematischen Zeichnungen und mathematischen Symbolen flieRend ist. Man denke insbesondere an
Skizzen und Diagramme.

— Das Problem der mangelnden Unterscheidbarkeit von enaktiver, ikonischer und symbolischer Reprasentation
verschérft sich betrachtlich, wenn man — was BRUNER nicht oder zu wenig tut — zwischen dem Prozess und
dem Produkt einer Darstellung zu unterscheidet. Man kann dann fragen, ob das Produzieren einer ikonischen
oder symbolischen Darstellung nicht auch als ,,Handlungen® zu betrachten ist. Warum sollten das konstrukti-
ve Erstellen oder das Verandern einer Zeichnung, das Formulieren einer Aussage und das Erzeugen eines
Textes keine Handlungen sein? Spricht man nicht in der Linguistik ausdriicklich vom Sprachhandeln? Ist es
wirklich sinnvoll, den Handlungsbegriff auf das Manipulieren konkreter Objekte zu beschrénken? Oder muss
man nicht im Fall einer Arbeit mit konkretem Material zumindest die Modellvorgabe sowie das Handlungs-
ergebnis, vielleicht auch einige Zwischenzustdnde wegen ihres statischen Charakter als ‘Bilder’ auffassen?
Was ware anders, wenn diese Zustande bildhaft oder zeichnerisch dargestellt wéren?

— Der entscheidende Mangel von BRUNERS Reprasentationstheorie scheint jedoch in der fehlenden Unterschei-
dung zwischen externen, wahrnehmbaren Aspekten der Représentation und den mit diesen verbundenen in-
ternen, mentalen Prozessen zu liegen. Diese Prozesse kommen bei ihm kaum in den Blick; doch scheinen ge-
rade sie fir das Mathematiklernen von entscheidender Bedeutung. Es kann fiir den Wissensaufbau nicht un-
erheblich sein, ob materialgebundene Handlungen gleichsam blind als instrumentelles Tun ausgefiihrt werden
oder ob der Lernende sie systematisch beobachtet, analysiert und interpretiert sowie theoriegeleitet beschreibt
und expliziert. Ein Bild bzw. eine Zeichnung kann als statisches Objekt wahrgenommen oder aber auf Re-
gelméaRigkeiten und andere Beziehungen hin untersucht, in Teile gegliedert oder aus Teilen zusammengefiigt
betrachtet, kurz mental ‘be-hand-elt” werden. Umgekehrt: Das Hervorbringen oder Lesen einer sprachlichen
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Darstellung kann sich ganz und gar auf syntaktische Imitation und Manipulation beschranken; d. h. es ist kei-
neswegs zwingend, dass der Lernende solche Reprasentationen mit Modellen und Modellhandlungen zu ver-
binden weil} und dass die Sprache fiir ihn bedeutungshaltig ist bzw. eine semantische oder pragmatische Di-
mension aufweist.

Ungeachtet dieser Problematisierung bleibt es richtig, dass sich mathematische Begriffe in verschiedener Weise
darstellen lassen. Dies zeigt schon VAN DER WAERDEN (1954b) am Beispiel einer LIMAGON genannten Kurve (zu
franz. limagon ‘Schnecke’).** Er unterscheidet vier Darstellungen dieser Kurve, denen dann entsprechende be-
griffliche Vorstellungen entspringen kénnen:

1. Von einem Punkt einer Kreis-

linie aus zieht man Halbgera-
den, die die Kreislinie schnei-
den. Von den Schnittpunkten
aus tragt man auf den Halbge-
raden nach beiden Seiten eine
Strecke konstanter Lénge ab.
Indem man die so entstehen-
den Punkte miteinander ver-
bindet, erhédlt man die Schne-
ckenlinie.

Zu dieser auf eine zeichnerische Handlung, einen Konstruktionsprozess bezogenen Darstellung sagt VAN DER
WAERDEN: "Die erste Vorstellung ist wesentlich. Hat man sie vergessen, so hat man den Begriff der Kurve
nicht mehr, auch wenn man weil3, wie sie aussieht. Die motorische Vorstellung vom Ziehen der Linien, Ab-
tragen der Strecken usw. kann bei visuell Veranlagten auch durch die visuelle Vorstellung der gezogenen Li-
nien und gleichen Strecken ersetzt werden. Mit Sprache hat das alles nichts zu tun: Man kann die Kurve fir
sich allein zeichnen und erforschen, ohne eine Mitteilungsabsicht. Das Zeichnen der Kurve ist eine Hand-
lung, keine Gebérde."

. Man betrachtet das Bild einer Schneckenkurve oder man zeichnet ein solches Bild ohne Zuhilfenahme spe-
zieller Konstruktionsschritte. Dazu VAN DER WAERDEN: "Die zweite Vorstellung, die visuelle, ist zur Not
entbehrlich: Aus der Erzeugungsweise der Kurve kann man ihre Gestalt jederzeit ableiten."”

. Die Kurve wird benannt oder mit Worten beschrieben. VAN DER WAERDEN: "Die dritte VVorstellung, der Na-
me der Kurve, ist vollig unwesentlich. Denn Pascal, der die Kurve entdeckt hat, hat sie zuerst motorisch er-
zeugt, dann hat er gesehen, dass sie einer Schnecke gleicht und schlieBlich hat er ihr den Namen Limagon ge-
geben. Er hat einen vollig klaren Begriff von der Kurve gehabt, bevor er den Namen erfand.”

. Man schreibt einen Term bzw. eine Gleichung als algebraische Darstellung der Funktion auf, zu der die Kur-
ve der Graph ist. VAN DER WAERDEN: "Eine vierte Vorstellung, die man mit der Kurve assoziieren kann, ist
die Vorstellung einer Formel, namlich der Gleichung der Kurve. Aber diese Vorstellung ist sekundar und
leicht entbehrlich: Die Gleichung der Kurve kann aus ihrer Definition jederzeit abgeleitet werden. Meistens
vergifit man die Formel auch gleich wieder" (Zitate aus VAN DER WAERDEN 1954 b, S. 166 ff).

Was VAN DER WAERDEN am Beispiel der Schneckenlinie darlegt, will er durchaus auch auf andere Gebiete der
Mathematik angewendet wissen. Selbst da, wo Mathematiker scheinbar nur mit formalen Gebilden umgehen,

Diese Kurve ist eine Kreiskonchoide (bekanntlich wurden Konchoiden schon in der Antike untersucht, da mit Hilfe der
Geradenkonchoide die Dreiteilung des Winkels gelingt; siehe etwa KAISER & NOBAUER 1984). Entdeckt wurde sie von
Etienne Pascal, dem Vater von Blaise Pascal.
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wird ihre Arbeit hdaufig durch implizite Vorstellungen motorischer und visueller Art getragen. Sprachliche und
formale Vorstellungen sind nur Stellvertreter — allerdings bequeme Stellvertreter — flir Begriffe und Aussagen.
Sie erleichtern das Denken. Dieses wird mit Hilfe der Sprache zu einer kollektiven Tatigkeit. In der kommunika-
tiven Funktion liegt auch die eigentliche Bedeutung der Sprache, sagt VAN DER WAERDEN. "Es wird Ubertragung
und Festlegung der Gedanken mdglich" (ebd., S. 172).

In einer ahnlichen Betrachtung, in diesem Fall mehr psychologisch akzentuiert und mit anderen Bezeichnungen
versehen, kommt DuvAL (1994) zu der Aussage, dass sich eine geometrische Figur auf vier verschiedene Wei-
sen auffassen l&sst: Die unmittelbarste ist die_perzeptive Auffassung. Sie gestattet, eine ebene oder raumliche
geometrische Form bzw. einen geometrischen Begriff sofort zu identifizieren oder zu erkennen, nicht jedoch,
ihre moglichen Funktionen in Betracht zu ziehen und das zu erreichen, was man allgemein den mathematischen
Begriff der Figur nennen konnte. Eine andere Auffassung ist die diskursive. Sie entspricht einer deduktiven
Klarung mathematischer Eigenschaften der Figur, auch solcher, die nicht durch einen begleitenden Text oder
durch anschauliche Vermutungen angezeigt werden; ihre epistemologischen Funktionen sind Definition und
Beweis. Eine im Unterricht besonders beachtete Auffassung ist die sequentielle. Sie bezieht sich auf die Schritte
der Konstruktion der Figur und verlangt, die urspringlichen Zusammenhénge zu beachten, die zwischen ihren
mathematischen Eigenschaften und den technischen Mdglichkeiten des Gerats bestehen. lhre Funktion ist die
eines Modells; sie tritt am deutlichsten in einigen, dem geometrischen Konstruieren dienenden Computerpro-
grammen hervor und erlaubt, ihre Kenntnisse von dargestellten Objekten zu verédndern. Die am wenigsten beach-
tete, aber nach Meinung DuvALs wichtigste Auffassung geometrischer Figuren ist schlie3lich die operatorische.
Sie dient der heuristischen Exploration und kann den Grundgedanken einer Problemlésung oder eines Beweises
aufzeigen. Dabei ist wichtig, dass die Figuren real oder mental in verschiedener Weise veréndert werden: durch
Zerlegen und neu Zusammensetzen, durch VergroRern, Verkleinern oder Verformen, durch Drehung und Lage-
verénderung in der Ebene bzw. im Raum.

Welche Rolle spielt nun die Sprache, vor allem auch in Bezug zu den anderen Darstellungsformen beim Aufbau
mathematischen Wissens; wie lasst sich ihre didaktische Funktion beschreiben?

2.2.2 Visualisierung und Sprache

Der didaktische Ort der Sprache soll zunéchst fiir jene Formen des Aufbaus mathematischen Wissens untersucht
werden, die sich auf anschauliche Modelle und Modellhandlungen stiitzen.

a) Empirischer Begriff —theoretischer Begriff

DORFLER (1984 a und b, 1988 a und b) und PESCHEK (1985 und 1989) entwickelten auf empirischer Basis eine
sehr allgemeine Theorie zum Aufbau mathematischer Begriffe, die sich als Argumentationsgrundlage fiir eine
didaktische Ortsbestimmung der Sprache im Lernprozess eignet. Dabei wird unterstellt, dass die Uberlegungen,
mutatis mutandis, auch fur andere Bereiche des mathematischen Wissens (Kenntnisse von Satzen und Verfah-
ren) zutreffen. In Ubereinstimmung mit konstruktivistischen Lerntheorien gehen die beiden Autoren davon aus,
dass das Individuum begriffliches Wissen, angestof3en durch Wahrnehmungen, autonom konstruiert. Dabei un-
terscheiden sie zwischen empirischen und theoretischen Begriffen.

— Der empirische Begriff beruht auf der Abstraktion visuell wahrnehmbarer Merkmale verschiedener Gegens-
tdnde, die aufgrund gemeinsamer Eigenschaften klassifiziert werden. Er resultiert aus einem eher passiv-
rezeptiven Verhéltnis zur Lernumgebung. Der Begriffsaufbau griindet sich auf das Betrachten und Verglei-
chen von Beispielen und Gegenbeispielen.

— Der theoretische Begriff wird aus Handlungen oder Handlungsvorstellungen entwickelt. Durch eine entspre-
chende Aufmerksamkeitsfokussierung und die Reflexion der Handlungen werden Beziehungsstrukturen im
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Handlungsablauf bzw. zwischen dessen Ausgangs- und Endzustand erschlossen, die konstitutiv fir den Beg-
riff sind. Da eine solche Beziehungsstruktur kein unmittelbar und sinnlich wahrnehmbares Merkmal ist, er-
wachst der theoretische Begriff stets aus einem aktiv-operativen Eingreifen in die Lernumgebung und ihrer
denkenden Verarbeitung.

Die Unterscheidung von empirischem und theoretischem Begriff muss nicht im Sinne sich ausschlieender Al-
ternativen aufgefasst werden; beide kdnnen sich, komplementdr, als zwei Seiten ein und desselben Begriffs
durchaus sinnvoll miteinander verbinden. Allerdings erweisen sich ausschlielich empirische Begriffe im Be-
reich der Mathematik aus verschiedenen Grinden als nicht ausreichend:

— Empirische Begriffe sind mit der Ungenauigkeit der Wahrnehmung behaftet. Ein
— formalisierten Handhabung gibt es fiir empirische Begriffe nicht.

Zusammenfassend kann man sagen: Nur theoretische Begriffe bzw. theoretisches Wissen erfiillen jene Kriterien,
die oben als charakteristisch fir Verstehen genannt wurden; sie weisen in der mentalen Dimension eine konzep-
tuelle, prozedurale (funktionale), relationale, argumentative, elaborative und reflexive Komponente auf und
erlauben in der modalen Dimension den Transfer zwischen den verschiedenen Darstellungsformen, insbesondere
zwischen der anschaulichen und der sprachlichen Représentation.

b) Theoretisches Wissen und sprachliche Kommunikation

Sollen die Lernenden lber blofR empirisches Wissen hinauskommen und zu theoretischem Wissen vordringen, so
muss der Lehrer zunéchst fiir sie Modelle auswahlen, die adaquate manuelle, zeichnerische oder mentale Hand-
lungen anregen und das Entdecken relevanter Beziehungen und Strukturen ermdglichen. Dann muss er aber auch
eine intensive sprachliche Kommunikation organisieren, an der jeder einzelne Schiler aktiv beteiligt ist. Dies hat
folgende Grinde:

— Zum ersten ist theoretisches Wissen auch aus iberlegt und gut gewahlten Modellen nicht unmittelbar ableit-
bar; Modelle sind nicht selbstevident. Vielmehr muss der einzelne Schiiler das Wissen erst durch Interpreta-
tion erarbeiten. Diese Interpretation muss der Lehrer mit sprachlichen Mitteln anstoen. Er muss die Auf-
merksamkeit der Schiiler auf bestimmte Perspektiven und Betrachtungsweisen lenken und auf begriffsrele-
vante Beziehungen und Beziehungsstrukturen fokussieren. Fur die Schiler ist sodann die von ihnen zu ver-
langende sprachliche Explikation — das Sprechen Uber ihre Beobachtungen, Einsichten und Erkenntnisse —
ein wichtiger Impuls, tber die Beziehungen bzw. Strukturen zu reflektieren. Dies wird zu einem wichtigen
AnstoR, bewuRt zu handeln, sich Uber die gemachten Erfahrungen Klarheit zu verschaffen und sie rational zu
ordnen. Die Sprache dient aber auch dazu, relevante Begriffsmerkmale in einer Definition festzuhalten, Wis-
sen in Form von Lehrsétzen in angemessener Weise zu formulieren und Verfahrensschritte genau zu be-
schreiben. SchlieBlich kann sie als Hilfe bei der Strukturierung der Modellsituation die gewiinschten Prozesse
der Abstraktion und Generalisierung fordern.

Wenn z. B. ein Lehrer nach dem methodischen Muster der semantischen Integration (MAIER 1977) den Beg-
riff PARALLELOGRAMM anhand eines aus Papier oder Pappe ausgeschnittenen oder aufgezeichneten Modells
‘einzufuihren’ versucht, braucht es der Sprache; zum einen, um die Aufmerksamkeit der Schiiler auf bestimm-
te Teile oder Merkmale der Figur zu lenken und z. B. durch (physikalisches) Nachpriifen die Parallelitat und
Lé&ngengleichheit gegenlberliegender Seiten ‘finden’ zu lassen. Zum anderen, um zu verhindern, dass die
Schiiler in ihrer Interpretation der Figur Eigenschaften festhalten, die nicht Bestandteil der vom Lehrer ange-
strebten Definition sind und das spétere Erkennen von Parallelogrammen, insbesondere von Sonderformen
erschweren. Es kann sich z. B. dabei um ein bestimmtes L&ngenverhaltnis zwischen benachbarten Seiten, ei-
ne bestimmte Lage der langeren Seiten in der Zeichenebene oder eine bestimmte ‘Schrége’ der kirzeren Sei-
ten handeln. Der Lehrer kann unerwiinschte Interpretationen zu vermeiden versuchen, indem er seine eigene
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Deutung sprachlich erlautert. Dieses wird ihm erleichtert, wenn er im Sinne des Verfahrens der Modellvaria-
tion (MAIER 1977) den Schilern verschiedene Modelle zum Begriff vorlegt, bei denen die variablen Eigen-
schaften unterschiedlich ausgepragt sind; oder indem er starker handlungsorientierte Modelle einsetzt, z. B.
das Erzeugung von Parallelogrammen durch Kreuzen unterschiedlich breiter Papierstreifen (Transparentpa-
pier), das Bewegen eines in den Ecken mit Gelenken versehenen Vierecksrahmens mit gegeniiberliegend
gleich langen St&ben, das Aneinanderfligen zweier kongruenter Dreiecke bzw. die Punktspiegelung eines
Dreieck an einer Seitenmitte. Doch selbst hier wird nur ein eingehendes Sprechen uber die Deutung der Mo-
delle dem Ziel nédher fiihren, dass moglichst viele Schiiler einen hinreichend allgemeinen und prézisen Beg-
riff PARALLELOGRAMM aufbauen. Schlielich muss fiir den Begriff eine geeignete Definition formuliert wer-
den.

— Zum zweiten sind Modelle in aller Regel nicht eindeutig und lassen neben der vom Lehrer gew{inschten bzw.
seiner Modellkonstruktion zugrunde gelegten auch andere, von dieser abweichende Deutungen zu. lhre Inter-
pretation durch die Schiler kann individuell betrachtlich variieren und von der beabsichtigten Interpretation
erheblich abweichen (siehe z. B. FELLER 1983, SCHIPPER & HUELSHOFF 1984 und RADATZ 1986). Er bedarf
daher eines, an sprachliche Kommunikation gebundenen Gedankenaustausches, in dem sich jeder einzelne
Schiiler der angemessenen bzw. erwiinschten Interpretation vergewissern kann. Nehmen wir an, der Lehrer
legt als Modell zum Formulieren und Begriinden des Lehrsatzes von Pythagoras das bekannte Parkettie-
rungsmodell vor, wo ein aufgezeichnetes Quadrat zum einen mit vier rechtwinkeligen Dreiecken und den zu-
gehorigen Kathetenquadraten, zum anderen mit den gleichen Dreiecken und dem zugehérigen Hypotenusen-
quadrat ausgelegt wird. Er wird die Schiler auf erkennbare Eigenschaften und Beziehungen aufmerksam ma-
chen und diese sprachlich beschreiben lassen. Indem die Schiiler dartiber sprechen, wie sie das Modell deu-
ten, kdnnen sie ihre je individuellen Interpretationen der Erprobung auszusetzen und sich vergewissern, ob
sie der vom Lehrer erwarteten entsprechen oder dieser zumindest nicht widersprechen. Der Lehrer seinerseits
muss die bei Schiilern zutage tretenden Deutungen nétigenfalls durch seine eigene erganzen oder ihnen allen-
falls seine eigene entgegensetzen. Auch dies bedarf der sprachlichen Form. Die Sprache dient beim Einsatz
anschaulicher Modelle zur Validierung bzw. Verifizierung der schiilerseitigen Modellinterpretationen durch
den Lehrer wie durch die Schler selbst.

— Zum dritten kénnen anschauliche Modelle das angestrebte Wissen zumeist nur ausschnitthaft oder ungenau
reprasentieren. Was koénnen z. B. einzelne konkrete Modelle Giber den gesamten Umfang des Begriffs PRISMA
aussagen? Welch unzuléngliches Bild liefert ein Strich begrenzter Lange auf einem Papierblatt vom Begriff
GERADE? Die Monotonie der Gleichheitsheziehung lasst sich mit einem konkreten Waagemodell nur fiir sehr
einfache Zahlengleichungen mit Additions- und Multiplikationstermen und fiir beidseitiges Addieren darstel-
len. Gleichungen, die Variablen enthalten, sind hier kaum sinnvoll zu reprasentieren. Da also kaum ein Mo-
dell in der Lage ist, alle Aspekte eines mathematischen Begriffs vollstandig zu représentieren, bedarf es der
erganzenden, madifizierenden und Kkorrigierenden Erlauterung, die nur in sprachlicher Form gegeben werden
kann. Werden mehrere Modelle herangezogen, die verschiedene Aspekte eines aufzubauenden Begriffs ab-
decken, so kann wiederum nur ein Prozess der sprachlich-kommunikativen ‘Bearbeitung’ gewéhrleisten, dass
die Aufmerksamkeit auf begriffs- bzw. wissensrelevante Gemeinsamkeiten gelenkt und von irrelevanten
Merkmalen als Varianten abgesehen wird. So kann auch vermieden werden, dass die Modelle als getrennte
Wissensbereiche gelernt, anstatt als Grundlage einer einheitlichen Begriffsbildung aufgefasst werden.

¢) Sprache —Endstufe im Abstraktionsprozess?

Die vorausgehenden Uberlegungen machen auch schon deutlich, dass der Gebrauch der Sprache durch die Schii-
ler im Lernprozess der modellgebundenen Arbeit nicht nachfolgen darf, sondern sie begleiten muss. Die Sprache
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kann ihrer Funktion der Strukturierung, Erganzung und Verifizierung der Modellerfahrungen nur gerecht wer-
den, wenn Handeln und verbale bzw. schriftliche Darstellung von Anfang an eng aufeinander bezogen sind. Sie
missen sich so eng miteinander verschranken, dass der Transfer von einem Darstellungsmodus zum anderen (der
intermodale Transfer) jederzeit moglich ist und bleibt. BRUNER (1971) schreibt zum Lernen auf der Basis von
anschaulichen Modellen, begriffliches Denken sei in dem Mal3e erreicht, wie sich die zunéchst relativ selbstan-
dige, durch Sozialisation erlernte sprachliche Darstellung mit der handlungsgebundenen und bildhaften verbinde.
Umgekehrt kénne das Kind, sobald es Erfahrungen sprachlich verschlisselt, die Erfahrung mit zusatzlichen
Inhalten anreichern, indem es die ihr innewohnenden Bedeutungen einbezieht. Die Sprache wird im Laufe der
Entwicklung immer wirksamer und gewichtiger in die Organisation der Erfahrungen eingeschaltet. Die sprachli-
che Formulierung von Beziehungen und Merkmalen erweitert ebenso wie die Benennung von Objekten und
Ereignissen die Moglichkeit einer begrifflich denkenden Bewaltigung der Umwelt.

Padagogen wie Pestalozzi, Herbart und Diesterweg hatten — im Anschluss an empiristische Erkenntnistheorien —
ein auf Anschauung gegriindetes Lernen gefordert. Die erste ernsthafte methodische Ausgestaltung dieses
Grundsatzes fur den Bereich des rechnerischen Erstunterrichts geht auf den Nestor der deutschen Rechendidak-
tik, Kiihnel, zurick. Seine Forderungen wurden in den 60er und 70er Jahren des 20. Jahrhunderts aufgegriffen
und von Rechendidaktikern wie Breidenbach und Oehl unterrichtsmethodisch auch fur das Lernen in héheren
Jahrgangsstufen weiter ausgearbeitet.

Um dem Grundsatz der Anschauung bzw. des anschauungsgebundenen Lernens gerecht zu werden, schien es
nahe liegend, den Aufbau mathematischen Wissens damit zu beginnen, dass man dieses durch Referenzobjekte
in Form konkreter Modelle représentiert. Zahlbegriffe und Zahloperationen werden mit Mengen realer Objekte
(Dinge der Natur, Spielsachen, Blocke, Plattchen, usw.) und deren Bewegung bzw. Veranderung dargestellt. Die
positionelle Zahldarstellung sowie schriftliche Rechenverfahren werden durch Biindeln und Tauschen solcher
Obijekte, durch die Arbeit mit so genannten Systemblécken, mit Tauschmarken, Spielgeld, Nachbildungen eines
Abakus u. &. erklart. Geometrische Formen und Beziehungen, geometrische Abbildungen sowie inhaltserhalten-
de Transformationen (z.B. zur Ableitung von Berechnungsformeln) erscheinen als handhabbare korperhafte,
flachenhafte oder linienhafte Modelle (z.B. Plexiglaspyramiden, aus Papier ausgeschnitten oder mit Schniren
gezogene Figuren, usw.), Abwicklungen; usw.

Der Arbeit mit konkreten Modellen sollte dann als zweite Stufe des Lernprozesses der Umgang mit zeichneri-
schen Darstellungen fir mathematische Objekte folgen. Nun werden Zahlen und Zahldarstellungen in Gegens-
tands- oder Kringelbildern, Zahloperationen durch deren Veranderung (z.B. durch Durchstreichen oder Abde-
cken) représentiert, Briiche bzw. Bruchzahlen durch teilweise markierte Flachen oder Strecken, geometrische
Objekte und deren Transformationen durch Figurenzeichnungen, usw.

SchlieBlich folgte als letzte Stufe im Lernprozess der Ubergang zur sprachlichen Darstellung, oftmals getrennt in
eine erste Teilstufe der verbalen und eine zweite der schriftlichen bzw. symbolischen Darstellung. Die mathema-
tischen Objekte werden benannt, verbal beschrieben und definiert, mit Zeichen abgekirzt bzw. in Symbolen
dargestellt. Damit sollte die hochste Stufe der Abstraktion erreicht sein. Nun werden die Begriffe ohne Bezug zu
anschaulichen Modellen benutzt und die anschaulich demonstrierten oder erklarten Verfahren formal gelibt. Die
Sprache bzw. die sprachliche Darstellung ist Endstufe und zugleich Ziel in einem nach Abstraktionsstufen ge-
gliederten Lernprozess.

Diese methodischen Stufen der Abstraktion finden sich schon bei Pestalozzi, fir den sich ,,verstandiges Lernen*
in den Stufen ,,Anschauung“, ,,Vorstellung durch Eigenschaftsbestimmung“ und ,,Begriffsbildung“ vollzieht.
Spéter wurden sie vor allem von Schilern Herbarts zu Formalstufenmodellen fur den Aufbau von Unterrichts-
einheiten ausgebaut. In der Praxis wurde dies zumeist so aufgefasst, dass der Umgang mit konkreten didakti-
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schen Modellen nicht nur am Beginn des Lernprozesses zu stehen habe, sondern dass er auch — gleichsam
selbstwirksam — zur Mdglichkeit und zum Verstehen der zeichnerischen Représentation, und diese wiederum
‘automatisch’ zur Fahigkeit der sprachlich-formalen Darstellung und damit zum Aufbau abstrakten mathemati-
schen Wissens fiihre. Mit anderen Worten: Wenn das Lernen so organisiert wird, dass die Schiiler zuerst an
konkreten, dann an zeichnerischen Modellen arbeiten und das Wissen schlieflich in verbaler und schriftlich-
symbolischer Sprache darstellen, dann sei das die sichere Gewéhr dafir, dass die begriffliche Abstraktion ein-
tritt. Der Aufbau des mathematischen Wissens vollzieht sich fir alle Schiler gleichermalen in methodisch plan-
baren Stufen mit modal unterschiedlichen Aktivitéten.

Den gleichen methodischen Normen folgten auch mathematikdidaktische Unterrichtskonzepte, die im Anschluss
an die genetische Psychologie von Piaget entwickelt wurden. Sie unterzogen zwar die “Veranschaulichung’ des
Wissens durch den Lehrer einer scharfen Kritik und forderten an dessen Stelle materialgebundenes, selbstandi-
ges Handeln der Schiler. Dies veranderte auch, vor allem im Bereich der Grundschulmathematik, durch den
Einsatz zahlreicher Schulerarbeitsmittel die ersten Lernschritte im Abstraktionsstufenkonzept, liel} allerdings
dessen Grundidee und Gesamtstruktur der Abstraktionsstufen unangetastet. Auch die Mdglichkeit der Beschrei-
bung des Modelltransfers und der mit ihm verbundenen Aktivitdten mit Hilfe der BRUNERschen Begrifflichkeit
flihrte vielleicht zur Einfihrung einiger neuer Aufgabentypen in das unterrichtliche Lernen, jedoch nur in den
seltensten Fallen zu einer Ablésung der beschriebenen Abstraktionsstufenmethodik. Sie wurde im Gegenteil
weithin als Bestatigung fur eine methodische Stufenfolge Handlung — Bild — Sprache interpretiert und der inter-
modale Transfer nicht als durchgehendes Lernprinzip praktiziert. Vielmehr blieb die sprachliche Darstellung
eine isoliert bearbeitete End- und Zielstufe des Lernprozesses, die es moéglichst rasch zu erreichen gilt, indem
sich die Schiiler von anschaulichen Vorstellungen und Darstellungsmdglichkeiten 16sen, in abstrakten Katego-
rien denken und sich in formaler Darstellung auszudriicken lernen.

Aus Untersuchungen ist inzwischen bekannt, dass die Lernenden vielfach den Zusammenhang nicht erkennen,
den der Lehrer zwischen den Stufen des von ihm organisierten Lernprozesses sieht und der die Grundlage des
Wissensaufbaus in Abstraktionsstufen darstellt. Vielmehr nehmen viele Schiler die Arbeit auf den verschiede-
nen Stufen als getrennte, fiir sie voneinander isoliert bleibende Wissensinhalte wahr, z. B. als Rechnen mit PI&tt-
chen, als Rechnen mit Kringeln und als Rechnen mit Ziffern. LAWLER (1981) spricht von ,,Mikrowelten®, die
sich im Denken der Schuler ausbilden und BAUERSFELD (1983) féngt die individuell unterschiedliche, von der
Lehrerabsicht u. U. stark abweichende Wissensorganisation der Schiler in dem Begriff des ,,Subjektiven Erfah-
rungsbereichs* ein. Die Stufen des modellgebundenen Arbeitens werden nicht als Grundlage und Vorbereitung
fiir das ‘abstrakte Wissen’ erlebt, sondern als zusatzlicher Lerninhalt. Soll der erwiinschte Zusammenhang zwi-
schen beiden hergestellt werden, so darf sich die Arbeit mit den verschiedenen Darstellungsmodi nicht in ge-
trennt aufeinander folgenden Stufen abspielen.

Vieles spricht dafiir, das Mathematiklernen in Abstraktionsstufen, zumindest in der beschriebenen Form, nicht
langer als ein geeignetes methodisches Konzept fiir den Aufbau mathematischen Wissens zu betrachten. Eine
Neubestimmung des didaktischen Orts der Sprache im Lernprozess scheint geboten. Die sprachliche Darstellung
in ihrer verbalen wie schriftlichen Form darf nicht als isolierte Stufe gesehen und behandelt werden, sondern
muss sich von Beginn des Lernprozesses an mit den Darstellungen in konkreten und zeichnerischen Modellen
verbinden. Die verbale und symbolische Darstellung muss sich von Anfang an aufs Engste mit Modellhandlun-
gen und modellgebundenen Vorstellungen verbinden. Wichtig sind daher von Anfang an Aufgaben, in denen die
Schuler anschauliche Darstellungen in sprachliche (iberfiihren, Aktivitaten des intermodalen Transfers.

Dabei darf der intermodale Transfer zwischen der anschaulichen und der sprachlich-symbolischen Darstellung
keine Einbahnstrale bleiben. Er muss den ganzen Lernprozess hindurch immer wieder beide Richtungen ein-
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schlagen. Dieser darf nicht als eine gerichtete Bewegung vom Konkret-Anschaulichen zum Sprachlich-
Abstrakten gesehen wird und sein Ziel sollte auch nicht die Losldsung der Begriffe und des Wissens von an-
schaulichen Vorstellungen und Bezuigen sein. Vielmehr missen die Schiiler sich erworbenes und abstrahiertes
Wissen jederzeit anschaulich vergegenwaértigen und auf konkrete Situationen anwenden kénnen.

Auch JANVIER (1987) betont die Bedeutung von Aktivitaten des symmetrischen Transfers zwischen den Darstel-
lungsweisen. Am Beispiel der Funktionen untersucht er die ‘Ubersetzungsprozesse’ zwischen verbaler Beschrei-
bung, Tabelle, Graph und Formel und kommt beziiglich der Rolle der Sprache zu dem Schluss: ,,...but our re-
search results equally show that in the process language or words play a central role. Actually, we noted that
verbal tags were given to the relevant elements and the execution of the process was carried out through an effi-
cient handling of those verbal tags. In a way, source and target were verbally simplified. Even in a ‘graphical
context’, the speech appeared to be essential” (S. 30).

d) Visualisierung und Begriffsaufbau

Die oben deutlich gewordene Préferenz flr theoretisches Wissen sollte keineswegs bedeuten, dass anschauliche
Modelle zu dessen Aufbau nichts oder nur wenig beitragen kénnten. Um die Funktion der Anschauung beim
Aufbau theoretischer Begriffe zu beschreiben, fiihrt DORFLER (1984a) den Begriff der ,,Visualisierung® ein. Er
meint damit nicht einfach alles, was optisch wahrnehmbar ist — das waren ja auch Buchstaben und mathemati-
sche Symbole —, sondern die Bereitstellung von Mitteln der Kommunikation, ,,in deren visuell wahrnehmbarer
Struktur ihre Bedeutung enthalten bzw. daraus rekonstruierbar ist (etwa durch Umstrukturierung und Transfor-
mation, allgemein durch Handlungen und Operationen)* (S. 49). Ein Objekt der visuellen Wahrnehmung wird
erst durch die an ihm ausgefiihrten Handlungen, durch einen operativen und gestaltenden Prozess zu einem
Mittel der Visualisierung. Daher tragen nur illustrativ verwendete Bilder zum Begriffsaufbau wenig bei.

In Anlehnung an DORFLER (1988b, S. 31ff und 1984, S. 254ff) und PESCHEK (1989, S. 218) kann die Rolle der

Visualisierung beim Aufbau theoretischer Begriffe wie folgt gesehen werden:

— Charakteristisch flr die Genese theoretischer Begriffe ist die ,,Komplementaritat“ von Begriff und Handlung.
Begriffe haben nicht nur ihren Ursprung in Handlungen, aus denen sich mittels Reflexion Beziehungsstruktu-
ren herauskristallisieren, sondern diese Beziehungsstrukturen steuern auch neue Handlungen und ermdgli-
chen so, diese Strukturen weiterzuentwickeln und den Referenzbereich des Begriffs zu erweitern.

— Theoretische Begriffe bilden sich in einem Wechselspiel von Abstraktion, d. h. Ablésung von konkreten
Einzelhandlungen und Erfassen des Begriffsinhalts, und Verallgemeinerung, d. h. Realisierung der Handlun-
gen in anderen Situationen und Uberblick iiber den Begriffsumfang. Dabei kénnen Abstraktion und Verall-
gemeinerung wiederholt und auf verschiedenen Stufen mathematischer Theoriebildung ablaufen. Sobald sich
ein aus Handlungen entstandener Begriff gefestigt hat und die Beziehungsstrukturen selbst den Status ma-
thematischer Objekte besitzen, kénnen diese selbst zu Handlungsgegenstanden fur weitere Begriffsbildungen
werden.

Bei der Bildung theoretischer Begriffe kommt somit anschaulichen Modellen vor allem die Rolle hermeneuti-
scher Hilfen bei der Reflexion Uber strukturelle Beziehungen zu. Die Fokussierung der Aufmerksamkeit auf
diese Beziehungen, ihr Aufdecken und ihr kognitives Erfassen, die begriffliche Ablésung vom Modell muss und
sollte nicht das Verblassen oder gar Verschwinden konkreter Vorstellungen bedeuten. Es geht lediglich um die
Fahigkeit zu flexiblem Ubergang zu anderen Modellen oder Modellvorstellungen. Abstraktion muss auch nicht
bedeuten, dass im theoretischen Begriff alle moglichen Modellbeziige gleichrangig nebeneinander stehen. Viel-
mehr kdénnen ein Modell oder einige Modelle aus den Gbrigen herausragen, indem sie eine Art prototypischen
Charakter flir den Begriff erhalten; so etwa ein Modell von der Gestalt eines Ziegelsteins fiir den Begriff QuUA-
DER oder der Inhalt eines Wirfels von 1 dm Kantenlédnge fir die Begriffe KUBIKDEZIMETER und LITER
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Fur PETERS (1993) schickte sich die fachdidaktische Diskussion, angestof3en von den in Klagenfurt organisierten
Workshops seit Mitte der achtziger Jahre an, ,,mit dem Begriff Visualisierung einen Ansatz zu einer neuen An-
schaulichkeit als heuristische Strategie fur den Mathematikunterricht zu entwickeln* (S. 107; siehe auch KAUT-
SCHITSCH & METZLER 1984, 1985, 1989). Visualisieren Ubernimmt ,,die VVoroperationen zu einer formal noch
nicht gangbaren Lésung durch Umordnung prasenter Teilaspekte als Neukonfiguration zuhandener Bilder und
verinnerlichter Visionen“ (ebd.). Im Bereich der Imagination soll das Darbieten von Visualisierungen Analogien
provozieren, die Schiiler sollen Operationen der Umstrukturierung entdecken und fiir sie abgespeicherte mentale
Bilder abrufen und reaktivieren. ,,Visualisieren meint nicht statische Bebilderung, nicht zusétzliche und damit
Uberflissige Présentation eines Schemas oder Diagramms, sondern analogischen Aufruf zur ErschlieBung von
Informationen und Informationskomplexen fiir den Mathematikunterricht, Provokation zur durchstrukturieren-
den Erfassung von Beweis- oder Problemsituationen* (S. 108). Eine fachliche Art und Weise des ,,Einblickge-
bens und Einsichtnehmens in visuelle Bilder und das Auslesen der ihnen zugrunde liegenden mathematischen
Struktur* lasst die Visualisierung zur Grundlage einer pré-symbolischen, nicht an ein Kalkil gebundenen Argu-
mentation werden. ,,Ikonen werden (ber die Geometrie zum didaktischen Strategievorrat, Mathematikunterricht
wird zur Rekonstruktion mathematischer Ideen* (ebd.). Visualisierung sollte daher, tiber eine didaktische Strate-
gie hinaus, neben Mathematisieren, Generalisieren, Formalisieren u. a. ein allgemeines Ziel des Mathematikun-
terrichts sein. Man denke in diesem Zusammenhang an die wichtige Rolle, die VAN DER WAERDEN der konstruk-
tiven Darstellung des Begriffs LIMAGON zuschreibt; diese kann durchaus als Visualisierung im Sinne von DORF-
LER aufgefasst werden kann.

Zum Problem der Anschauung im Mathematikunterricht siehe auch LORENZ (1992).

e) Sprache und Begriffsaufbau

So bhedeutsam Visualisierungen fur den Aufbau mathematischer Begriffe auch sein mdgen, so gibt es anderer-
seits eine ganze Reihe empirischer Befunde, die die Bedeutung der Sprache bei der Begriffshildung belegen.

So konnte z. B. gezeigt werden, dass in gleichem Male, wie Kinder in der Lage sind, Wahrnehmungen und
Erfahrungen sprachlich zu explizieren bzw. mitzuteilen, ihre Fahigkeit steigt, die Invarianz von Quantitaten zu
erkennen (Abschirmversuche) oder zweidimensionale Ordnungen zu rekonstruieren (Versuch mit Plastikzylin-
dern). SMEDSLUND (1961) zeigte in einer Reihe von Experimenten (z. B. zum Fllverhéltnis bei Gléasern), dass es
einen positiven Zusammenhang zwischen dem Invarianzbegriff fir Volumina und dem Niveau sprachlicher
Begriindungen gibt. Entsprechende Ergebnisse findet man bei den Psychologen Rosca, Natadze und Rubinstein
(alle zitiert bei SKOWRONEK 1970).

Auch die Untersuchungen von Kendler u. a. zur Rolle der Sprache beim Begriffsaufbau zeigen, dass bei der
Begriffshildung mit wachsendem Alter ein "Ubergang von einem einfachen Losungsvorschlag, der dem Modell
einer direkten Assoziation von Reiz und duRerer Reaktion gehorcht, zu einem komplexeren, mediierende Reakti-
onen einschlieRenden Losungsvorgang stattfindet. Dieser Ubergang ist auf eine noch genauer zu ermittelnde Art
mit der Entfaltung der sprachlichen Mittel verbunden; diese Beziehung scheint nicht einfacher Art zu sein.”
(SKOWRONEK 1970, S. 64).

CLEMENTS & DEL CAMPO (1989) kommen zu dem Ergebnis, dass Schiler mit einem gut entwickelten Bruch-
zahlbegriff Uber kognitive Strukturen verfiigen, in denen mdgliche alltdgliche Verkdrperungen von Briichen
(z. B. das Verteilen einer Pizza an drei Leute) mit formaler mathematischer Sprache (z. B. ,,Wie kann man ein
Drittel dieser Kreisflache sichtbar machen?) verknipft sind. In einem Lernprojekt erweist sich eine Verbindung
von kurzen Gruppendiskussionen mit anschlieenden miindlichen Berichten und Erklarungen durch den Lehrer
als besonders erfolgreich. Und dies vor allem deshalb, weil die Schiler offenbar tiber mentale Vorstellungen und
Sprachkenntnisse verfiigten, die sie in Perioden des konkreten Handelns in Gruppen (Zerschneiden von Kreisen,



70

u. a.) erwerben. ,,It can be concluded that teaching programs which result in children establishing not only men-
tal images and verbal propositions in their cognitive structures, but also the memory of episodes involving active
manipulation of physical objects, and group discussion, are likely to result in effective long-term learning taking
place” (S. 32). Die Schiiler sollten beféhigt werden, mathematisch zu handeln und sich dabei aller Darstellungs-
modi zu bedienen. ,,In school mathematics, children should be freed to express themselves, creatively, and with a
minimum of teacher censorship, by speaking, writing, drawing, performing, and imaging mathematics“ (S. 27).

In der von Pawlow, Wygotsky und Lurija beeinflussten russischen Psychologie hatte man von der Sprache als
dem "zweiten Signalsystem™ und ihrer "regulierenden Rolle" gesprochen. Lurija folgert aus Experimenten, dass
die verhaltenssteuernde Wirkung der Sprache immer mehr vom Impulsaspekt zum Bedeutungsaspekt tibergeht.
Daneben vollziehe sich mit einer gewissen Synchronitét die Entwicklung von einer 'auBeren' zu einer 'inneren'
Sprache. In der Vollendung dieses Ubergangs konstituiert sich nach Lurija ein neues und moglicherweise end-
gultiges Niveau im Zusammenwirken von Sprache und kognitiven Funktionen." (SKOWRONEK 1970, S. 68).
LURNA (1982) sagt: "Das Wort ist nicht nur Werkzeug der Erkenntnis, sondern auch ein Mittel zur Steuerung der
héheren psychischen Prozesse" (S. 129).

GALPERIN & TALYSINA (1974%) interessierten sich in einem Projekt der Unterrichtsforschung fiir die Rolle der
Handlung und der Sprache beim Erlernen der elementaren geometrischen Begriffe Linie, Winkel, Winkelhalbie-
rende, Nebenwinkel und Senkrechte durch Schiler der 6. und 7. Jahrgangsstufe. Unter der Annahme von Stufen
der Begriffsbildung (materialisierte Handlung — &uRere Sprache — innere Sprache bzw. rein gedanklicher Voll-
zug) wurden flir vier Versuchsgruppen Unterrichtsplanungen konstruiert, die sich gemaB der Art und Abfolge
der Begriffshildungsstufen kurz mit (1) &ufRere Sprache — innere Sprache, (2) materialisierte Handlung — innere
Sprache, (3) materialisierte Handlung — aufRere Sprache und (4) innere Sprache beschreiben lassen. Es zeigte
sich, dass das Fehlen der &uReren Sprache unter (2) und (4) den Lernerfolg sehr stark beeintréchtigte. Manche
Begriffe konnten allein aufgrund der &uf3eren und inneren Sprache erarbeitet werden, wenn sie sich auf hand-
lungsgebundene und sprachlich erarbeitete Begriffe abstiitzen. So wurde der Begriff Winkelhalbierende allein
nach Methode (1) und (4) aus den Begriffen Winkel und Gerade hergeleitet. "Wéhrend der Ausbildung der Beg-
riffe GERADE und WINKEL eigneten sich die VVersuchspersonen ein bestimmtes Handlungsverfahren an, das sie
auf den neuen Begriff WINKELHALBIERENDE Ubertrugen. Die Handlung wurde in den meisten Fallen als innere
Handlung vollzogen. Nur hin und wieder war eine Rickkehr zum Tun auf der Ebene der duReren Sprache zu
verzeichnen" (S. 125).

2.2.3 Sprachlich vermittelter Wissensaufbau

Solange und sofern mathematisches Wissen aus Handlungserfahrungen in konkreten Situationen bzw. auf der
Grundlage von Visualisierungen gewonnen werden kann, kommen der sprachlichen Kommunikation die be-
schriebenen Funktionen der Aufmerksamkeitsfokussierung und des AnstoRRes von Interpretationen, der Verifika-
tion bzw. Kontrolle dieser Interpretationen und als Impuls zum Strukturieren der Modelle sowie zur abstrahie-
renden und generalisierenden Reflexion zu. Nun kann sich aber fir einen nicht unbetrachtlichen Teil des mathe-
matischen Wissens das Lernen nicht auf geeignete konkrete, ja nicht einmal zeichnerische Modelle stiitzen, weil
solche gar nicht verfiigbar sind. Man denke an Begriffe wie VARIABLE, TERM, TEILERMENGE, VIELFACHENMEN-
GE, NAHERUNGSWERT, WURZEL, VIERTE POTENZ, IRRATIONALE ZAHL oder auch an das Additionsverfahren zur
Losung linearer Gleichungssysteme.

Zwar kann man lineare Gleichungen in zwei (oder mehr) Variablen als Funktionsgleichungen deuten und durch
Geraden (oder Ebenen) in einem Koordinatensystem zeichnerisch darstellen. Es lasst sich auch zeigen, dass das
Multiplizieren bzw. Dividieren von Gleichungen des Systems die ihnen entsprechenden Geraden nicht verandert,
und dass einer aus Addition bzw. Subtraktion zweier (linear unabhangiger) Gleichungen hervorgehenden Glei-
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chung eine Gerade entspricht, die durch den Schnittpunkt der beiden Geraden geht. Doch nimmt hier der Wis-
sensaufbau nicht den Weg von den Geraden zu den Gleichungen, also vom Modell zur Sprache (zu den Symbo-
len). Die algebraischen Umformungen sind auch ohne die anschauliche Stiitze leicht zu verstehen und deren
Deutung als Operation mit Geraden (oder Ebenen) eher eine zusétzliche geometrische Interpretation. Am ehesten
kénnte man vom Geradenmodell her noch auf den Gedanken kommen, mittels der erwahnten Operationen Glei-
chungen zu ‘erzeugen’, deren zugehérige Geraden parallel zu den Achsen sind. Doch auch hier wéren Schliisse
auf das Verfahren nur moglich, wenn bereits klar ware, dass es sich dabei um Gleichungen handelt, aus denen
eine der Variablen eliminiert ist.

In manchen Fallen stehen Visualisierungen deshalb nicht zur Verfigung, weil der mathematische Begriff die
menschlichen Wahrnehmungsmdglichkeiten bzw. den physikalischen Wahrnehmungsraum letztlich Uberschrei-
tet. Man denke an Begriffe wie EBENE oder GERADE, die man sich als rdumlich unbegrenzt (‘unendlich’) und aus
unendlich vielen Punkten bestehend zu denken hat; oder an Begriffe wie UNENDLICHE FOLGEN und REIHEN, das
DICHTLIEGEN von Bruchzahlen im Unterschied zum KoNTINUUM der reellen Zahlen, u. &. Bei anderen Begriffen
sind die Referenzobjekte selbst schon Ergebnisse einer begrifflichen Abstraktion, so dass zwei oder mehr Abs-
traktionsstufen ndétig sind, um von (realen) Objekten zum Begriff zu gelangen. Will man ANzAHLEN als Klassen
gleichméchtiger Mengen erfassen, geht der Weg von realen Objekten tber Mengen zu Klassen von Mengen. Der
Aufbau des Begriffes BRUCHzAHL (als Klasse wertgleicher Briiche) muss sich auf den Begriff Bruch stiitzen;
und nur dieser kann auf Erfahrungen mit dem Teilen und Vervielfachen von (anschaulich dargestellten) GréRen
gegrundet werden. Entsprechendes gilt fiir den Begriff FLACHENINHALT, aufgefasst als Klasse kongruenter, zer-
legungs- oder erganzungsgleicher Flachen.

Wo nun keine oder nur annahernd passende anschauliche Modelle zur Verfligung stehen, muss der Lehrer den
Schilern durch sprachliche Darstellung von Begriffsbedeutungen und anderen Wissenselementen eine Grundla-
ge flr ihre Wissenskonstruktion geben. Der Sprache wéchst dadurch, tiber die oben beschriebenen hinaus, eine
weitere Funktion zu, ndmlich die der verbalen Vermittlung begriffsrelevanter Erfahrungen. Der Terminus Ver-
mittlung darf nicht so missverstanden werden, dass das Begriffswissen via Lehrersprache direkt an die Schiler
Ubertragen werden kdnnte. Mag der Lehrer noch so treffend beschreiben, erkléren, definieren; seine sprachliche
Darstellung kann keine Gewahr bieten, dass seine Sprache Bedeutungen unzweideutig und gleichsam mit Er-
folgsgarantie transportiert. Sie bleibt vielmehr ein offenes Angebot an Verstehensmdglichkeiten, das vom ein-
zelnen Schiler im spezifischen Kontext subjektiv gedeutet wird, ein Impuls zu autonomer und individueller
Wissenskonstruktion im Sinne einer konstruktivistischen Lerntheorie. Anderseits erlernt jeder Schiller mit dem
Erwerb der fachlichen Sprache auch eine Fulle von Bedeutungen, welche die mathematische Kulturgemeinschaft
in ihr aufbewahrt. Dies kann ihm nach und nach helfen, sprachliche Darstellungen im Sinne des Lehrers zu in-
terpretieren; und die weitere Kommunikation wird ihm zeigen, welche seiner Deutungen sich bewahren, so dass
er sein Wissen schrittweise den Vorstellungen des Lehrers oder des Lehrbuches anzupassen vermag.

Ohne Zweifel ist eine Wissenskonstruktion allein auf der Basis sprachlicher Mitteilung mdglich, wobei dem
Vorwissen eine bedeutende Rolle zukommt Die Schiler sind in der Lage, auch dann Vorstellungen von mathe-
matischen Objekten aufzubauen und diese in fachliche Begriffe einzuordnen, wenn sie nie vorher Referenzob-
jekte oder Modelle fir sie wahrgenommen haben. Sie kénnen dabei vor allem den systemischen Aufbau mathe-
matischer Begriffe nutzen, der in sprachlichen Benennungen und Beschreibungen seinen Ausdruck findet. Wer
in Verbindung mit Dreiecken gelernt hat, was gleichschenkelig heif3t, kann sich ein gleichschenkeliges Trapez
vielleicht auch dann vorstellen, wenn er noch nie eine entsprechende Zeichnung gesehen hat. Wer Prismen oder
Pyramiden mit drei-, vier- und flinfeckigen Grundflachen am Modell kennen gelernt hat, vermag auch die Vor-
stellung von Kdrpern mit sechseckigen Grundfléchen in die Begriffe PRISMA und PYRAMIDE einzuordnen. Und
wer mittels Biindelns und Tauschens ausreichende Bedeutungsvorstellungen zu zwei- oder dreistelligen (dekadi-
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schen) Zahlzeichen — und den zugehdrigen Zahlennamen — aufgebaut hat, wird sich aus der Systematik der
Wort- und Symbolbildung auch ‘einen Begriff machen’ kdnnen von mehrstelligen Zahlzeichen wie 3 758 oder
427 053 und zugehdrigen Zahlennamen.

AEBLI (1981) zufolge wird der Begriffsaufbau durch sprachliche Vermittlung erleichtert, wenn diese einem ge-
wissen Aufbau folgt. Ist doch eine sprachliche Mitteilung fuir den Lernenden nur dann verstehbar und verwert-
bar, wenn sie sich weitgehend bereits bekannter Begriffe bedient. AEBLI spricht von Begriffspyramiden. Bei-
spielsweise kann der Begriff TEILERMENGE erklart werden, wenn den Schillern bereits die Begriffe TEILER und
MENGE vertraut sind. Man kann sagen: Fasst man alle Teiler einer Zahl zu einer Menge zusammen, so erhélt
man die Teilermenge dieser Zahl. Der Begriff TEILER ruht seinerseits wieder auf dem Begriff des VIELFACHEN
und damit auf dem Multiplikationsbegriff. MENGE griindet sich auf der Vorstellung von Bereichen unterscheid-
barer Objekte und geeigneter Auswahlkriterien.

TEILERMENGE

TEILER MENGE

VIELFACHES GRUNDBEREICH
MULTIPLIKATION AUSWAHLKRITERIEN
NATURLICHE ZAHLEN ZUSAMMENFASSEN

Bei Begriffen der Schulmathematik lasst sich der Aufbau der Pyramide oft auf wenige Stufen beschrénken, wah-
rend sie bei komplexeren Fachbegriffen weit vielstufiger sein kann. In jedem Fall gilt aber nach AesLI (1981):
"Begriffshierarchien haben keine untere Grenze, genauer: diese verliert sich im Dunkel der friihen Lerngeschich-
te des Begriffsbildners, ..." (S. 107). Dennoch ist bei der sprachlichen Vermittlung von neuen Bedeutungen dar-
auf zu achten, dass die Pyramide tréagt, d. h. dass die meisten Bausteine bereits fester Besitz der Schiiler sind,
wenn der neue Begriff erkléart werden soll. Ein so erklérter Begriff kann dann selbst wieder ein Baustein im Auf-
bau einer anderen Begriffspyramide werden. Im Ubrigen hélt AEBLI das Bild von der Begriffspyramide nur fiir
den Zeitraum des Lernens neuer Begriffe fir angemessen. Sobald der Aufbau abgeschlossen ist, wird der neue
Begriff einer unter anderen, der allerdings mit diesen netzartig verkniipft sein kann. Die Verknipfung ist dabei
besonders eng zu jenen Begriffen, die am Aufbau direkt oder indirekt beteiligt waren.

Falsch wére nun auch AesLI zufolge die Annahme, dass bei der sprachlichen Vermittlung von Begriffsbedeu-
tungen nur der erklarende Lehrer aktiv und der einzelne Schiler in die passive Rolle des Aufnehmenden ge-
dréngt sei. Es genugt nicht, dass die Ausgangselemente jeder Begriffsbildung im Wissen dessen, der Begriffe
bildet, enthalten sind, damit sie zum neuen Begriff zusammengefiigt werden kénnen. "Der Angeleitete muss
jeden Schritt der Konstruktion nachvollziehen, die Elemente aus seinem Wissen abrufen, sie in die rechte Bezie-
hung setzen, sonst kommt es nicht zum Begriff" (S. 99). So gesehen ist letztlich auch in diesem Fall die Beg-
riffsbildung "ganz und gar das Werk des Begriffshildners™ (ebd.). Der erklarende Lehrer kann eben nur AnstéRe
und Hilfen beim Abruf der Elemente des Begriffsaufbaus und zu ihrer richtigen Verkniipfung geben. Dies ge-
lingt dadurch und insofern, als durch die Sprache die netzartige Verflechtung von Begriffen zum Ausdruck
kommen und vom Schiiler aufgenommen werden kann.

SchlieBlich missen auch die Schiiler selbst ihr wie immer aufgebautes begriffliches Wissen sprachlich darstel-
len. Fir die mathematischen Objekte, Beziehungen, Operationen, Strukturen und Verfahren, die den Begriffen
zugrunde liegen, stehen Bezeichnungen (Fachtermini) zur Verfiigung, mit deren Hilfe sie sich benennen lassen.
So kdnnen auch Schuler die Bedeutung einer angemessenen Terminologie und deren Verwendung nach fach-
sprachlichen Regeln und Normen einschatzen lernen.
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Bezeichnungen kdénnen ein Wort, eine Wortgruppe oder ein fachliches Symbol sein. Ihre Bedeutung fir die
Begriffsbildung wurde in zahlreichen psychologischen Experimenten auch empirisch untersucht. PAIvIO (1986)
kam zu der Feststellung, dass Bezeichnungen das Behalten von Konzepten vor allem dann erleichtern, wenn sie
jederzeit verfugbar sind, wenn der Lernende Schwierigkeiten im Einprégen non-verbaler Informationen oder ein
schwaches visuelles Gedéchtnis hat, und wenn die Begriffsmodelle komplex sind. CAREY & Goss (1957) zeig-
ten, dass das Lernen von vertrauten Namen fiir Plattchen verschiedener Gestalt deren anschlieendes Sortieren
wesentlich erleichterte. DIETZ (1955) fand einen engen Zusammenhang zwischen der Unterschiedlichkeit von
Bezeichnungen, die fir Klassen sinnloser Figuren verwendet wurden und der Geschwindigkeit, mit der Ver-
suchspersonen lernten, zwischen den Klassen wie auch zwischen den Modellen einzelner Klassen zu unterschei-
den. (Bei &hnlich klingenden Namen war der Effekt wesentlich schwdacher ausgeprégt und stiftete vor allem
Verwirrung innerhalb der Klassen.)

Die sprachliche Darstellung des begrifflichen Wissens durch die Schiiller mag zum einen als Grundlage der Wis-

senskonstruktion fur andere Schiler dienen. In der Regel wird sie jedoch vom Lehrer zur Priifung der Begriffs-

kenntnisse eingesetzt. Dabei kann ein Schiler Wissen in der vom Lehrer vorgegebenen Darstellung unverandert

wiedergeben (reproduzieren), aus Einzelelementen (wieder) zusammenfligen und in eigener Sprache formulieren

(rekonstruieren), oder es im Zusammenhang neuer Situationen verwenden bzw. anwenden (transferieren). Damit

erhélt die Sprache im Unterricht schlieflich die Funktion der Wissenskontrolle. Diese Funktion kann die Schi-

lersprache um so besser erfiillen,

— je eigenstandiger sie ist, d. h. je mehr sie sich dem Schiiler eigener Sprachmittel bedient, und je weniger sie
durch unverstanden bernommene Vorgaben des Lehrers gelenkt, gepragt und normiert ist, und

— je zusammenhéngender sie ist, d. h. je mehr das Wissen explizit und ausfiihrlich dargestellt, die sprachliche
Darstellung, mindestens gedanklich, an einen Horer oder Leser adressiert ist, der Uber das préasentierte Wis-
sen selbst (noch) nicht verfugt.

2.3 Sprache und mathematisches Problemldsen

Im Abschnitt 2.1.3 wurde die Forderung mathematischer F&higkeiten, neben dem Aufbau von Wissen von Beg-
riffen, Satzen und Verfahren als wichtiger Zielbereich fur das Mathematiklernen vorgestellt und deutlich ge-
macht, dass die dazu erforderlichen Téatigkeiten im Unterricht im Allgemeinen durch Aufgaben mit Problemcha-
rakter und deren Losung angestoflen bzw. in Gang gehalten werden. Es soll nun die Rolle und die Funktion der
Sprache beim Ldsen solcher Probleme untersucht werden. Als Grundlage dafiir gilt es, zuerst die mit dem Prob-
lemldsen verbundenen Prozesse selbst zu analysieren.

2.3.1 Problemlosen als mathematische Tatigkeit

Im Wesentlichen eine Form des schdpferischen Denkens, ist das Problemldsen schwer in allgemeingiiltige Kate-
gorien zu fassen. Dennoch ist seine Beschreibung immer wieder in verschiedener Weise versucht worden.

a) Stufen des Problemldseprozesses

Viele Forscher gehen davon aus, dass der Prozess der Problemldsung einer bestimmten zeitlichen Ordnung folgt.
Sie versuchen daher, fir seinen Ablauf idealtypische Stufenfolgen anzugeben, die durch Selbstbeobachtung
gewonnen oder aufgrund theoretischer Analyse entwickelt wurden. Nachfolgend sind drei Beispiele solcher, vor
allem mit Blick auf das Losen mathematischer Probleme entworfene Stufenmodelle in einer Ubersicht zusam-
mengestellt.



74

POINCARE (1914) DEWEY (1951) POLYA (1967%)
1. Vorbereitungsphase 1. Begegnung mit der 1. Verstehen der Aufga-
Schwierigkeit be

2. Lokalisierung, Prazisierung
und Definition des Problems

2. Inkubationsphase

3. Entwicklung mdglicher Ldsun-
gen

3. Hlumination (Erleuch-
tung)

2. Ausdenken eines
Plans

4. Verifizierungsphase

4. Logische Ausarbei-
tung eines Plans

3. Ausfulhrung des L6-
sungsansatzes

5. Annahme / Ablehnung der L6-
sungsidee

4. Riickschau

Die Ubersicht lasst Gemeinsamkeiten zwischen den Ablaufmodellen deutlich werden, die eine Zusammenfas-
sung zu drei Stufen sinnvoll erscheinen lassen:

— Stufe I ist durch die Wahrnehmung und Erfassung des Problems sowie durch intensive und bewusste Ausei-
nandersetzung mit diesem gekennzeichnet ist. Sie sollte mit einem Verstdndnis des Problems abschliefen,
das vor allem Klarheit (iber folgende Fragen bringt: Was ist gegeben? Was ist unbekannt? Wie lauten die Be-
dingungen? Sind diese ausreichend, unzureichend, oder ist die Aufgabe lberbestimmt?

— Auf der Stufe Il werden Ldsungsvermutungen angestellt, Lésungsplane entworfen und gedanklich erprobt.
Dabei hélt der Problemléser Ausschau nach verwendbarem Wissen, nach Erfahrungen aus frither gelésten
Problemen (mit &hnlichen Bedingungen und Unbekannten; analogen, allgemeineren oder spezielleren), oder
er versucht, durch systematische Verénderung der Bedingungen, VVorgaben und Ldsungsziele einen geplanten
Umweg Uber verwandte, leichter lésbare Aufgaben zu finden.

— Sobald sich eine als geeignet erscheinende Losungsidee herauskristallisiert hat, wird diese auf Stufe 11 reali-
siert und auf ihre Eignung hin gepriift. Stellt sie sich als nicht durchfiihrbar oder erfolgreich heraus, muss sie
verworfen werden, und der Prozess kehrt zu Stufe 11, eventuell sogar zur Stufe I zurtick. Ansonsten kann das
Ergebnis in geeigneter Weise dargestellt und die Lésung nochmals reflektiert werden. Die Ldsungsidee geht
in den Erfahrungsschatz fiir das Lésen weiterer Probleme ein.

b) Problemldse-Aktivitaten

Wenngleich fur erfolgreiches Problemldsen alle drei beschriebenen Stufen wichtig sind, so ist doch Stufe Il der
bedeutsamste Schritt. Hier ereignen sich die fiir das Finden einer Lésung entscheidenden Denkprozesse; hier
zeigt sich das Problemldsen als eine Form des mathematischen Denkens, die jene Fahigkeiten einsetzt und ent-
wickelt, die oben als Prozessziele vorgestellt wurden.

Es ist keineswegs so, dass sich das mathematische Denken auf ‘logisches Denken’ im Sinne eines systemati-
schen Ordnens von Begriffen, Eigenschaften und Sétzen (lokales und globales Ordnen), des SchlieBens nach
Regeln der formalen Logik bzw. des deduktiven Herleitens von Satzen beschranken kann. Dieses steht zwar
manchmal, vor allem beim Ldsen von Beweisproblemen, im Mittelpunkt. Doch reicht es schon hier fur das Auf-
finden von Beweisideen zumeist nicht aus. Bei vielen anderen Problemen fiihrt dieses sog. konvergente Denken
von vorne herein nicht zum Erfolg; denn das Entdecken von Lésungsschritten und das Planen von Ldsungswe-
gen vollzieht sich oft gerade nicht nach Art eines linearen Pfads formallogischer Schritte. Entscheidend ist viel-
mehr, dass der Problemkern erfasst, Liicken aufgespirt und Unstimmigkeiten registriert, dass verschiedene L&-
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sungsmoglichkeiten erdacht, probierend durchgespielt und bewertet werden. Verlangt wird sog. divergentes,
kreatives Denken.

Bedeutende Mathematiker haben zu zeigen versucht, wie kreatives Denken im Bereich der mathematischen
Forschung und Theoriebildung funktioniert (sieche POINCARE 1914, HADAMARD 1954; VAN DER WAERDEN
1954a). lhre Ausfiihrungen lassen sich jedoch nur unter Vorbehalt auf schulisches Problemldsen anwenden.
PoLYA (1967%) hingegen hat sich vor allem mit Mitteln, Methoden und MaRnahmen zur Férderung des produkti-
ven, problemlésenden Denkens bei "Normalbegabten™ beschéftigt. Als Hauptvertreter der mathematischen Heu-
ristik beschreibt er wichtige Aktivitaten, die einem Problemldser beim Auffinden der Lésung helfen kénnen. Er
vertritt auch die Meinung, dass diese heuristischen Aktivitaten erlernt und gelehrt werden kénnen. Seine Uberle-
gungen dienen als wichtige Quelle fir die folgende Aufstellung von Problemldse-Aktivitaten.

— Eine grundlegende heuristische Aktivitat ist das Experimentieren, d. h. ein beziglich der verwendeten Hilfs-
mittel und hinsichtlich seines Ausgangs offenes Bearbeiten mathematischer Fragestellungen, indem man be-
wusst verschiedene Situationen herbeifiihrt, Bedingungen systematisch abandert, Hypothesen bildet und
prift.

— Unter Umstrukturieren versteht man einen Denkprozess, bei dem eine gegebene in eine nach anderen Ge-
sichtspunkten geordnete Aufgabenstruktur tUbergefiihrt wird. Der erste Schritt eines Umstrukturierungspro-
zesses besteht im "Aufbrechen™ der Ausgangsstruktur. Er erfordert vom Problemldsenden die Bereitschaft,
fixe Denkmuster aufzugeben, um ein und dieselbe Sache unter méglichst vielen verschiedenen Gesichtspunk-
ten zu betrachten. Danach wird nach versteckten Informationen und nach einem "Schlissel” zum Aufbau der
neuen Struktur gesucht. Beispiele — auch mathematikspezifische — fiir Problemlésung durch Umstrukturieren
sind bei DUNCKER (1966), WERTHEIMER (1964), OERTER (1971), ELLROTH & SCHINDLER (1975) beschrie-
ben.

— Das dem logischen SchlieBen vorausgehende Suchen nach geeigneten Pramissen, Argumenten und Konklu-
sionen bezeichnet PoLYA als "plausibles SchlieBen™. Zu den wichtigsten Arten plausiblen SchlieRens gehort
das Schlielen aufgrund von Analogien, das induktive Schlielen, das anschauliche SchlieRen, das Schlief3en
durch Untersuchen von Grenzfallen, das SchlieBen durch Stetigkeitsbetrachtungen (siehe PoLyA 19672 und
BALK 1971).

— Eine zentrale Stellung fiir das Erklaren der Denkvorgange beim Problemldsen nimmt schlieBlich der Strate-
giebegriff ein. Mit ihm beschreibt man global angesetzte Plane, mit deren Hilfe aus einzelnen Bausteinen das
Gesamtlésungsschema eines Problems zusammengesetzt wird. "Denkstrategien sind Verhaltenspléane wah-
rend des Problemldsevorgangs"” (OERTER 1971, S. 244). Beim Entwickeln von Strategien kann man von den
gegebenen Daten aus zum Ziel fortschreiten (progressives Planen) oder von einem faktisch gegebenen oder
hypothetisch angenommenen Ziel zu den VVorgaben und Voraussetzungen zuriickgehen, in der Absicht, durch
Umkehren der einzelnen Gedankenschritte wieder zum Ziel zu gelangen (regressives Planen bzw. reversibles
Vorgehen).

Nachfolgend soll nun die Rolle und Funktion der Sprache getrennt fiir die drei genannten Stufen des Problemld-
seprozesses untersucht werden: Problemerfassung (2.3.2), Problemldsung (2.3.3) und L&sungsdarstellung
(2.3.4).

2.3.2 Sprache und Problemerfassung

Bezliglich der Problemerfassung ist daran zu denken, dass ein Grof3teil der Daten, Bedingungen und Fragestel-
lungen, die dem Schiiler mit dem Auftrag zur Problemldsung vorgelegt werden, in schriftlicher Form, als Text -
nachfolgend ‘Aufgabentext’ genannt - gegeben ist, wobei die Formulierung in der Regel, zumindest teilweise,
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fachsprachliche Ziige aufweist. Damit ergeben sich hinsichtlich des Zusammenhangs von Sprache und Problem-
erfassung drei Fragestellungen:

— Welchen Einfluss hat die Gestalt des Textes auf die Problemerfassung?

— Wie wirkt sich die Leseféhigkeit des Problemlésenden auf diese aus?

— Was bedeutet Textverstehen fir die Problemerfassung?

a) ‘Lesbarkeit’ von Aufgabentexten

Nach JOHNSON (1967) bestimmt die verbale Formulierung eines Problems die Richtung, in der Versuchsperso-
nen dieses in Angriff nehmen. Sie kann den Uberblick iber die Situation, die Identifikation ihrer Elemente und
die Feststellung des Problemcharakters bewirken und den eigentlichen ProblemldseProzess selbst einleiten. Da-
mit dies gelingt, missen Lehrer und Verfasser von Schulbiichern bei der Formulierung bzw. Auswahl der Texte
auf deren angemessene Gestaltung achten.

Die Frage, in welcher Weise Art und Gestaltung eines Textes die Erfassung seines Sinngehalts durch potentielle

Leser beeinflusst, wird unter dem Stichwort der ‘Lesbarkeit’ untersucht. Diesbeziigliche Befunde aus der allge-

meinen Lesbarkeitsforschung und speziell zur Lesbarkeit mathematischer Lehrbuch- und Erklarungstexte wer-

den im Anhang “Lesbarkeit von Texten — Leseféhigkeit - Textverstehen“ referiert. Sie haben wohl auch fir

Aufgabentexte Gultigkeit. Das betrifft insbesondere Gesichtspunkte wie

— Die grammatikalisch-stilistische Gestalt des Aufgabentextes. Als giinstig werden hier eingeschétzt: kurze
Satzteile, Verwendung des Aktivs, d. h. Vermeidung von Passivkonstruktionen, keine zu starke Nominalisie-
rung und keine Satzschachtelung;

— die semantische Dichte des Aufgabentextes. Vermieden werden sollten hier gleichermalien zu groRe Weit-
schweifigkeit (synonyme oder wortliche Wiederholung von Satzgliedern mit wichtiger Bedeutung) wie allzu
grol3e Pragnanz, also Verzicht auf jegliche Redundanz;

— der Anteil an schwierigen Fachwdrtern und mathematischer Symbolisierung im Aufgabentext; aber auch

— die graphische (redaktionelle) Gestaltung des Textes.

Leider gibt es nur wenige Untersuchungen zur Lesbarkeit speziell von Aufgabentexten. Linville interessierte
sich dafiir, wie sehr Syntax oder Vokabular zur Schwierigkeit von Textaufgaben beitragen. Das Ergebnis
lasst vermuten, dass sowohl die Syntax wie auch das Vokabular die Schwierigkeit arithmetischer Textaufga-
ben bestimmen, wobei dem Letzeren mehr Bedeutung zukommt (zitiert nach NEwMAN 1983).

PELED & WITTROCK (1990) entwickeln ein Modell zur Vorhersage des Schwierigkeitsgrads von sachbezogenen
Textaufgaben. Zu diesem Zweck unterscheiden sie im Aufgabentext zwischen Argumenten (das sind Objekte,
Zahlen, GroBen usw.) und Prédikaten (das sind Aussagen lber diese Objekte). Falls Argumente auf ein Pradikat
bezogen sind oder umgekehrt, heillen sie verkniipfte Argumente bzw. Prédikate. Man betrachte z. B. die Aufga-
be ,,Nach einem Einkauf fiir 127 Schilling blieb David nur noch ein Teil seiner Ersparnisse von 589 Schilling.
Wie groB war dieser Teil?“ Sie hétte folgende Grobstuktur:

Argument 1 Prédikat Argument 2
Nach einem Einkauf  blieb David nur noch ein Teil seiner Ersparnisse
fiir 127 Schilling von 589 Schilling

Betrachtet man die Feinstruktur, so verkniipft Argument 1 das Pradikat Einkauf mit dem Argument 127 Schil-
ling, das Pradikat verbindet das Pradikat blieb mit dem Argument David, und Argument 2 verbindet das Pradikat
ein Teil, das Argument 589 Schilling und den ‘Modifikator’ seiner Ersparnisse, der selbst wieder aus dem Ar-
gument seiner und dem Pradikat Ersparnisse besteht.
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Mit Hilfe dieser Begriffe charakterisieren die Autoren Textaufgaben nach Komplexitat und Koharenz. Die Kom-
plexitat beschreiben sie unter zwei Gesichtspunkten: der Verkntpfungsprozedur, die eine einfache oder eine
doppelte sein kann — im Beispiel ist jede Zahl in den Argumenten mit der Benennung Schilling verknipft, daher
ist die Verkniipfungsstruktur eine einfache — und die Richtungsgleichheit oder -verschiedenheit der Pradikate.
Diese konnen z. B. gleiche oder entgegengesetzte Operationen verlangen. Die Kohédrenz einer Textaufgabe wird
auf einer dreistufigen Skala eingeschétzt, und zwar differenziert nach drei Gesichtspunkten: Kohérenz der quali-
tativen Argumente, der quantitativen Argumente und der Pradikate. Die Schwierigkeit einer Textaufgabe fir eine
Population von Schillern wird dann mittels der Kombination der beiden Komplexitatsgesichtspunkte und der drei
Koharenzgesichtspunkte definiert. Dieses recht komplexe Modell erfasst nach Meinung der Autoren alle Fakto-
ren, die in der bisherigen Forschung als bedeutsam fir die Ldsbarkeit von Textaufgaben durch Schiiler herausge-
funden wurden.

Auch NEYRET (1991) beschaftigt sich mit dem Verstehen unterschiedlicher Aufgabentexte durch Schiler. Er
analysiert die Texte nach Themen bzw. Handlungen, die in ihnen auftreten, und die Art ihrer Abfolge. Einen
mittleren Schwierigkeitsgrad représentieren dabei Aufgaben, in denen mehrere Themen im Aufgabentext in
linearer Abfolge entwickelt werden. Beispiel: ,,Ein Blumenh&ndler kommt von der GrolRmarkthalle zuriick
(Thema 1), wo er sechs Biinde zu je 25 Rosen gekauft hat (Thema 2). Er verkauft die Rosen stiickweise zu je 15
Francs (Thema 3).“ In diesem Fall wird jeweils das Objekt eines Themas zum Gegenstand des folgenden The-
mas, so dass sich insgesamt eine Struktur des linearen Fortschreitens ergibt. Einer niedrigeren Schwierigkeitsstu-
fe gehdren dann Aufgaben an, bei denen das Thema konstant bleibt. Beispiel: Damian geht in verschiedene
Klassen um zu erheben, wie viele Schiiler heute zum Mittagessen in die Kantine gehen wollen. Er notiert auf
seinem Blatt: 1. Klasse — 4 Schiler, 2. Klasse — 12 Schiiler, 3. Klasse — 9 Schiiler, 4. Klasse — 10 Schuler und 5.
Klasse — 11 Schiiler. Hier wird das gleiche Thema nacheinander an verschiedene Objekte gebunden. Einer hohe-
ren Schwierigkeitsstufe gehdren hingegen Aufgaben mit einem gespaltenen thematischen Fortschritt an. Bei-
spiel: ,,Paul und sein Papa begeben sich in die Reparaturwerkstatte um die vier Reifen ihres Wagens wechseln zu
lassen. Jeder Reifen kostet 285 Francs. Paul rechnet schnell aus, wie teuer die Reifen kommen werden. Aber
Pauls Papa ist nicht zufrieden, denn er findet die Summe zu hoch. Daraufhin schlégt ihm der Monteur lachelnd
folgendes vor: Einverstanden, ich schenke ihnen die Reifen, aber an jedem Rad gibt es vier Schrauben. Fiir die
erste Schraube die ich ersetze geben sie mir einen Francs, fur die zweite zwei Francs, fiir die dritte vier Francs
und so verdoppelt sich der Preis fir jede folgende Schraube. Paul und sein Vater denken nach und lehnen
schlieBlich den Vorschlag lachend ab.“

NESHER & TEUBAL (1975), die in zwei Experimenten den Einfluss bestimmter Schllisselwérter in Textaufgaben
auf das Losungsverhalten der Schiller untersuchten, konnten zeigen, dass die Wahl der richtigen mathematischen
Operatoren signifikant (im Fall der Subtraktion sogar hochsignifikant) vom Vorkommen von Wortern abhangt,
die diese Wahl nahelegen (‘verbal cues’). Mit grolem Abstand wurden jene Aufgaben am besten geldst, bei
denen jeweils das entscheidende Schlisselwort eine der verlangten Operation entsprechende Konnotation hatte,
wie z. B. in der Aufgabe ,,Maria hat 5 Kugeln und gewinnt 3 hinzu; wie viele hat sie nun?“ im Gegensatz zu der
Aufgabe ,,Maria hat 5 Kugeln; wie viele hat sie dazugewonnen, wenn sie anschlieBend 8 hat? Gewinnen hat die
Konnotation der Addition als entsprechender mathematischer Operation; die zweite Aufgabe verlangt aber eine
Subtraktion.

Wenn in zahlreichen Untersuchungen immer wieder nachgewiesen werden konnte, dass das Beiziehen von
zeichnerischen Lésungshilfen den Bearbeitungserfolg bei Textaufgaben deutlich zu steigern vermag (siehe z. B.
NoLL 1983), so kénnte das seinen Grund darin haben, dass Zeichnungen nicht nur Gréen, sondern auch Gro-
Renbeziehungen verdeutlichen, oder dass ihre Einstellung zumindest die Auseinandersetzung mit den Beziehun-
gen anregt.
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MOLLER (1994) interessiert sich daflir, wie Schiller Handlungsaufforderungen in elementaren arithmetischen und
algebraischen Aufgaben verstehen. Dabei unterscheidet sie zwischen ausgesprochen fachsprachlichen Aufforde-
rungen wie ,,Addiere!*, ,,Dividiere!*, ,,Quadriere!* oder ,,Ziehe die Wurzel!*, eher umgangssprachlichen Auf-
forderungen wie ,,Kirze!”, , Vereinfache!*, ,Fasse zusammen!*,  Klammere aus!* ,Lege eine Wertetabelle an!*
und Mischformen zwischen beiden, z. B. ,,Schreibe mittels positiver Exponenten!*, , Lése mittels quadratischer
Ergénzung!®, ,,Zeichne den Graph der Funktion!®. Schiler einer 9. Gymnasialklasse sollten im ersten Teil eines
Tests zu vier typischen Aufgaben aus verschiedenen Bereichen der Algebra die passenden Aufforderungen an-
geben und im zweiten Teil zu entsprechenden Aufgaben die Bedeutung gegebener Aufforderungen vor der Be-
arbeitung erklaren. Es zeigte sich, dass formal gestellte Aufgaben der Termumformungen und des Ldsens quad-
ratischer Gleichungen offenbar keiner expliziten Anweisung bedirfen, also selbst geniigend Signalwirkung ha-
ben. Dies ist anders im Fall von Ungleichungen und linearen Gleichungssystemen. Bei solchen Aufgaben, deren
Losungsverfahren den Schiilern nicht unmittelbar prasent sind, versuchen sie vermutlich aus einer Aufforderung
Hinweise auf dieses zu ziehen. Zum anderen wurde deutlich, dass die Schiler mit einer Reihe herkdmmlicher
Aufforderungen ungenaue oder unzulé@ngliche Bedeutungsvorstellungen verbinden. Sie verwechselten beispiels-
weise ausklammern mit Klammern auflosen oder verwendeten das Wort kiirzen im umgangssprachlichen Sinn
als “kirzer machen’. lhr Einfallsreichtum an angemessenen Aufforderungen halt sich sehr in Grenzen; zumeist
schreiben sie wiederholt nur ,,Berechne!”, ,Rechne aus!“ oder ,,Berechne das Ergebnis!“. Bei den Termumfor-
mungen kommen allerdings auch ,,Klammern auflésen”, ,,ausklammern* und ,,vereinfachen* vor.

b) Leseféhigkeit und Problemerfassung

Ob es einem Schiler gelingt, das in einem Text dargestellte Problem in seinen wesentlichen Aspekten zu erfas-
sen, héngt natdrlich nicht nur von der Gestaltung des Textes ab. Es wird auf Seiten des Lesers auch eine gewisse
Kompetenz im sinnentnehmenden Lesen verlangt. Aus diesem Grund wird vor der Beschéftigung mit dem Text-
verstehen die Lesefahigkeit des Lernenden ins Auge gefasst. Beziglich allgemeiner Befunde zur Lesefahigkeit
sei auf den Anhang “Lesbarkeit von Texten - Lesefahigkeit — Textverstehen“ verwiesen, wo man sich uber
deren Voraussetzungen und Merkmale auch hinsichtlich mathematischer Fachtexte informieren kann.

Was das Lesen von Aufgabentexten angeht, nennt NEwMAN (1983) bei der Beschreibung von Erfolgsstrategien
flr das L6sen von sachbezogenen Textaufgaben im Mathematikunterricht der Grundschule als erstes die Worter-
kennung: ,,The first performance strategy a pupil must use when attempting to answer a mathematical item is
reading recognition. Essential words, numerals and symbols in the item must be recognised” (S. 26). Die zweite
flir das Problemldsen bedeutsame Strategie verlangt vom Schiiler Verstehen. ,,The pupil must, (1) interpret the
meaning of specific terms in the text, and (2) comprehend general meaning or the main idea of the item.” —
»When attaching the appropriate meaning to a term the pupil has to be aware of the multiple meanings of terms
and of the multiple terms for concepts; he may have to cope with interpreting three or four different terms for the
one concept” (S. 26).

NEWMAN (1983) referiert auch eine Reihe von Untersuchungen, die sich mit dem Zusammenhang zwischen der
Leseféhigkeit einerseits und dem Problemlésen, aber auch generell mit dem Erfolg von Schillern im Mathema-
tiklernen andererseits beschaftigen. Einige sollen hier kurz wiedergegeben werden.

Balof'versuchte herauszufinden, in welchem Mal? allgemeine Leseféhigkeit und Rechenfahigkeit mit Probleml6-
sefdhigkeit verbunden sind, und ob hohes Niveau in einer dieser beiden Variablen ein niederes Niveau in der
anderen kompensieren konnte. In der Tat fand er eine deutliche Auswirkung der allgemeinen Leseféhigkeit auf
die Problemldsefahigkeit. Allerdings schienen seine Resultate darauf hinzudeuten, dass die Beziehung zwischen
Rechenfahigkeit und Problemldsefahigkeit eher enger ist als die zwischen allgemeiner Lesefahigkeit und Prob-
lemldseféhigkeit.
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Muscio unterzog Schiiller mit einem hohen Mal} an ,,quantitativem Verstandnis“ eingehenden Studien; dabei
subsumiert er unter quantitativem Verstdindnis ,,meaningful conceptions of quantity, our number system, and our
system of measurement ... (plus) an understanding of the rationale of our number processes and a grasp of a
meaningful mathematical vocabulary“ (zit. nach NEwmMAN 1983, S. 40). Wenn die allgemeine Intelligenz als
Variable herausgefiltert wurde, blieb eine signifikante Beziehung zwischen dem quantitativen Verstandnis und
allgemeiner Lesefdhigkeit sowie auch zwischen quantitativem Verstdndnis und Rechnen, Schlussfolgern und
mathematischem Vokabular.

Chase kam bei seinen Untersuchungen zu dem Ergebnis, dass nur drei unabhangige Variablen direkt mit Prob-
lemldsen verknipft sind. Diese Variablen sind Rechenfahigkeit, Fahigkeit zur Detailerkenntnis beim Lesen und
grundlegende arithmetische Kenntnisse (z. B. tiber Zahlen und Zahlbeziehungen). Damit erwies sich die Teilleis-
tung des Lesens als signifikant mit Problemltseféhigkeit verbunden.

Treacy beschrénkte sich von vorne herein nicht auf die Betrachtung einer allgemeinen Lesefahigkeit, sondern
zog eine Reihe von Teilfahigkeiten in Betracht, die mit dem Lesen zusammenhéngen: Umfang des Verstehens,
kontextspezifisches VVokabular, isolierte Worter, arithmetisches VVokabular und Interpretation des Inhalts. Er fand
heraus, dass, bezogen auf entwicklungsmaRig vergleichbare Gruppen, hoher Erfolg im Mathematiklernen ver-
bunden ist mit einer Reihe von sprachlichen Teilfahigkeiten, insbesondere (iber quantitative Beziehungen, kon-
textspezifisches Vokabular, isolierte Worter und arithmetisches VVokabular.

Hingegen fand Eagle, dass das allgemeine Lesevokabular geringeren Einfluss auf den Erfolg im Fach Mathema-
tik nimmt als jeder andere von ihm betrachtete Faktor mit Ausnahme der Lesegeschwindigkeit. Jedoch legten
seine Ergebnisse einen hohen Einfluss des mathematischen Vokabulars auf den mathematischen Lernerfolg
nahe.

Nach diesen und anderen Untersuchungen wurde zunehmend deutlich, dass Leseféhigkeit nicht global betrachtet
werden darf, sondern aus einer gréfReren Zahl von Teilfahigkeiten besteht, die Einfluss auf den Erfolg im Ldsen
arithmetischer Probleme nehmen kdnnen. Aullerdem miisste bei solchen Untersuchungen auch die Qualitat der
Leseféahigkeit in Betracht gezogen werden. Sinnentnehmendes Lesen kann vermutlich nicht ein passiver Prozess
linear verlaufender Informationsaufnahme sein, sondern muss einem aktiven kognitiven Handeln gleichen, das
sprachliche Wahrnehmungen strukturiert und dabei zuordnende, ordnende, hierarchische und operative Bezie-
hungen aufdeckt. Es gilt, die Bedeutung der in der Problemstellung verwendeten Begriffe, Beziehungen und
Operationen zu verstehen.

c) Textverstehen und Problemerfassung

Ob den Schiilern bei mathematischen Problemen Erfolg versprechende Ldsungsversuche gelingen, hangt offen-
bar auch mit ihrer F&higkeit zusammen, den im Aufgabentext dargestellten Sachverhalt inhaltlich zu verstehen.
Dies wiederum hat mit der Beziehung zwischen der Art der Sache und den diesbezliglichen VVorkenntnissen der
Schiler zu tun.

NESHER & GREENO & RILEY (1982) untersuchen den Losungserfolg von Grundschiilern bei eingekleideten Ad-
ditions- und Subtraktionsaufgaben. Dabei klassifizieren sie die Aufgaben nach 14 Kategorien. Liegt der Einklei-
dung die Vorstellung von der Vereinigung disjunkter Mengen zugrunde (Verkniipfungsaufgaben), so kann nach
der Anzahl der Vereinigungsmenge oder nach der Anzahl der einen der beiden Teilmengen gefragt sein. Ver-
weist die Einkleidung auf die Vorstellung von einer Verénderung einer Ausgangsmenge (funktionale Aufgaben),
so kann gesucht sein: die Zielzahl, die Veranderung und die Ausgangszahl, und das jeweils im Fall zunehmender
oder abnehmender GroRe der Zahlen. SchlieRlich kann der Aufgabeneinkleidung die Vorstellung eines Ver-
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gleichs zugrunde liegen (komparative Aufgaben) und dabei nach dem Unterschied, dem Verglichenen oder dem
zu Vergleichenden gefragt sein; dabei kann jeweils an ein ,,Mehr* oder ein ,,Weniger“ gedacht sein.

Der Losungserfolg bei Schillern zeigte gravierende Unterschiede im Verstehen dieser Problemkategorien an.

Besonders erfolgreich gelést wurden Verknupfungsaufgaben, bei denen die Anzahl der Vereinigungsmenge

gesucht war, sowie funktionale Aufgaben, bei denen die Zielzahl gefunden werden sollte, und zwar gleicherma-

Ren bei zunehmendem und abnehmendem Wert. Besonders viele Misserfolge stellten sich ein bei

— Verknipfungsaufgaben, bei denen die Anzahl einer der beiden Teilmengen gesucht war,

— funktionalen Aufgaben, bei denen nach der Ausgangszahl gefragt war, unabhangig davon, ob es sich um eine
Zu- oder eine Abnahme handelte,

— komparative Aufgaben mit Ausnahme derer, bei denen nach dem Unterschied gefragt war.

Insgesamt scheinen funktionale Aufgaben etwas besser geldst zu werden als Verknipfungsaufgaben. Kompa-
rative Aufgaben fallen dem gegeniiber deutlich ab.

Um fir die Befunde eine Erklarungshypothese zu entwickeln, achteten die Autoren auf die Beziehung zwischen
zwei Wissensbereichen im Aufgabentext: dem der realen Objekte, Ereignisse und Beziehungen, die in der Um-
gangssprache beschrieben werden, und dem der Zahlen, Zahloperationen und Zahlbeziehungen, die mit Hilfe
spezieller Symbole mit arithmetischer Sprache darzustellen sind. Es zeigte sich, dass fir die erfolgreich bearbei-
teten Aufgaben die Fahigkeit ausreichte, einzelne Mengen in beiden Sprachen darzustellen und mit ihnen zu
operieren. Komparative Aufgaben, die nach dem Unterschied fragen, lieen sich I6sen, wenn es gelang, eine
Verénderung in der Ausgangsmenge mit einer Handlung kausal in Beziehung zu setzen und zudem die Hand-
lungsrichtung zu bestimmen. Kam dazu noch eine gute Zahlfahigkeit, wurden auch funktionale Aufgaben bewél-
tigt, bei denen nach der Verdnderung gefragt war. Dabei musste das Zeichen ,,+* mit ,nimm mehr* und das
Zeichen ,— mit ,,nimm weg" Ubersetzt werden. Wenn schlielich die Kinder auch tber ein ,, Teil-Teil-Ganzes-
Schema* verfugten und additive Beziehungen zwischen gegebenen Zahlen erkannten, so beféhigte sie dies zu
reversiblen Folgerungen iber Mengenbeziehungen, einschlielich der GréRe der Differenz zwischen zwei gege-
benen Mengen. Damit konnten Vereinigungsaufgaben, bei denen die Anzahl einer der Teilmengen gesucht war,
sowie funktionale Aufgaben mit gesuchter Ausgangszahl bewaltigt werden. SchlieBlich musste das Kind fahig
sein, die Zuordnung zwischen den beiden Bereichen nicht nur auf der Basis isolierter Reizwdrter vorzunehmen,
sondern auf der Basis des Verstehens der den Sprachen zugrunde liegenden Semantiken. Dann konnte es auch
die komparativen Aufgaben, die nach dem Verglichenen fragten, bewéltigen, weil es aufgrund einer gegebenen
Information jede Anzahl bilden konnte, die zur Vervollstandigung des Teil-Teil-Ganzes-Schemas benétigt wird.
Als die schwierigsten erwiesen sich komparative Aufgaben, die nach dem zu Vergleichenden suchten. Hier
musste ein Schema nicht-symmetrischer Beziehungen in reversibler Weise verfugbar sein. Es galt zu erkennen,
dass die umgangssprachliche Beschreibung gerichtet und geordnet, aber nicht symmetrisch ist. Dann gelang es,
durch Ubergang zu einer entgegen gesetzten Oberflachenstruktur in der arithmetischen Sprache die beiden Be-
reiche in verlangter Weise zuzuordnen. Der Schiller konnte im Text ,,mehr* lesen und dennoch eine Subtraktion
ansetzen.

In einer unverdffentlichten Studie untersuchte Maier das Verstehen mathematischer Aufgabentexte durch Schi-
ler. 26 Schiler einer 9. Jahrgangsstufe erhielten im Rahmen von Einzelinterviews Textaufgaben zur Prozent-
rechnung vorgelegt. Nach lautem Vorlesen und anschliefender nochmaliger stiller Lektire sollten sie den Inhalt
des Textes zunachst frei ‘nacherz&hlen’. Dann wurden sie gebeten, im geschriebenen Text jene Worter zu un-
terstreichen, die ihrer Meinung nach fiir die Lésung besonders wichtig sind, und dies nach Mdglichkeit auch
begriinden. Des Weiteren gab der Versuchsleiter nacheinander zuerst die Sachbegriffe, die Gréfien und die um-
gangssprachlichen Wérter, die auf Rechenoperationen hinweisen, einzeln vor und bat die Versuchsperson um
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Erlauterung dieser Begriffe. Dabei entwickelte sich zumeist ein recht lebhaftes Gesprach, das weitere Nachfra-
gen zum Versténdnis ermdglichte. Zuletzt sollte der Schiiler noch sagen, welche Rechenoperationen auszufiihren
seien, und Losungsansatze versuchen. Dies gab neue Anlésse flr ein Gesprach, diesmal Uber die Beziehung
zwischen den gegebenen GroRen. Die Ergebnisse lassen sich in folgender Weise zusammenfassen:

— Den Schiilern gelang es im Allgemeinen sehr gut, im Aufgabentext Wichtiges von Unwichtigem zu unter-
scheiden.

— Die Sachbegriffe wurden weithin korrekt erfasst. Dies gilt speziell fur kaufmannische Begriffe wie SELBST-
KOSTENPREIS, GEWINN und VERLUST. (SELBSTKOSTENPREIS wurde z. B. erklért als Geld, das der GrofRmarkt
flr die Lieferung zu zahlen hat, GEWINN als ,,Geld zu seinen Gunsten“ oder ,,das er einsteckt”, VERLUST als
das, ,,was er darauf bezahlt* oder ,,was er verliert* oder als ,,Minussache*) Physikalische Begriffe wie ENT-
FERNUNG und GESCHWINDIGKEIT bereiteten kaum Schwierigkeiten, hingegen aber geometrische Fachbe-
zeichnungen wie UMFANG oder DURCHMESSER.

— Unter den GroRen konnten die Versuchspersonen Preisangaben, Langenangabe und Zeitangaben richtig deu-
ten und auch sachlich richtig zuordnen. Prozentsatze erklarten bei entsprechenden Aufgaben nur 60 % der
Schiiler richtig. Bei den Bruchzahlen traten Unterschiede je nach Art der auftretenden Briiche zutage. Wah-
rend die Bruchzahl 1/3 von nahezu allen Schilern erklart werden konnte, gelang dies fur den Bruch 4/7 nur
etwa der Halfte der Schiiler. Die Uibrigen hatten unvollstandige Vorstellungen oder erfassten den Bruch (ber-
haupt nicht.

— Gravierende Ausfalle zeigten sich beim Verstandnis der Verbaloperatoren und der Beziehungen zwischen
den GroRen. Ein so geldufiger Operator wie REST konnte nur von wenigen Schilern erldutert werden. Bei
den Beziehungen gelang zwar noch die Zuordnung von GroRen und Sachbegriffen gemaR Aufgabentext. So-
bald es jedoch um Beziehungen der Gréfien untereinander ging, wurde nicht eine einzige von mehr als der
Hélfte der Schiller verstanden. Bei manchen Aufgaben wiesen einige Beziehungen Ausfélle von 90 % auf.
Bei einer der Aufgaben wurden drei Beziehungen tberhaupt nur von einem einzigen Schiler erfasst.

So scheint es nur konsequent, wenn RICHARD & ESCARABAJAL (1983) aufgrund empirischer Arbeiten, zu dem
Schluss gelangen, dass im Prozess des Problemlésens zwei Arten von Kenntnissen von herausragender Bedeu-
tung sind, ndmlich Beziehungskenntnisse, d. h. Kenntnisse tber Dinge und Beziehungen zwischen ihnen, und
Verfahrenskenntnisse, d. h. Kenntnisse dariiber, was zu tun ist, um ein bestimmtes Ziel in einem gewissen Kon-
text zu erreichen. ,, The interpretation of the situation depends exclusively of the relational knowledge. In word
problems there are two types of such knowledge: general semantic knowledge, the same as for any text, and
specific mathematical content, necessary to understand expressions like more than, some more ...“ (S. 130).

BELL & FISCHBEIN & GREER (1984) veranlassten 12- bis 13jahrige Schiler, einfache arithmetische Textaufgaben
zu l6sen - verlangt war nur eine Multiplikation oder eine Division - und umgekehrt zu entsprechenden Rechen-
ausdriicken Aufgabentexte (,,Geschichten“) zu formulieren. Dabei fanden sie zweierlei:

— Die Fahigkeit, zu einem Text die richtigen Operationen anzusetzen, hangt nicht nur von der Sachstruktur der
Aufgabe, sonder auch von der Art der in ihr vorkommenden Zahlen ab.

— Die Fahigkeit, zu Rechenausdriicken passende Textaufgaben zu finden, wie auch die Art der gewahlten Texte
werden in hohem Mal3e von den im Ausdruck vorkommenden Zahlen bestimmt. Der Anteil der den Operati-
onen angemessenen Aufgabentexte betragt beispielsweise 70 % fiir den Ausdruck 0,51 - 33 und 50 % fiir den
Ausdruck 10,5 - 0,71. Bei Divisionsausdriicken liegt er zwischen 93 % fiir den Ausdruck 18 : 3 und 10 % fir
den Ausdruck 9,47 : 1,3.

— Im Fall der Division werden Ausdriicke notiert bzw. Aufgaben formuliert, die eine Vertauschung von Divi-
dend und Divisor bedeuten. In diesem Fall wie auch im Fall eines Divisors kleiner als 1, gehen mehrere
Schiler einfach zu einer Multiplikation (ber.
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Man kann nun sicher nicht von gefestigten Operationsbegriffen sprechen, solange die beschriebenen Abhéngig-
keiten bestehen und die erwéhnten Fehler gemacht werden. Die Autoren selbst sprechen in diesem Zusammen-
hang von einer ,,meaning blindness* bei solchen Schiilern.

Loftos & Suppes fanden Textaufgaben dann schwer zu l6sen, wenn sie sich von der vorausgehend gelésten deut-
lich unterschieden, viele Operationen zu ihrer Losung nétig waren, die Oberflachenstruktur der Sprache schwie-
rig war oder viele Worter enthielt, und wenn auch GréRenumformungen verlangt waren (zitiert nach NEwMAN
1983).

Die wenigen, sicherlich insgesamt noch unbefriedigenden Befunde zum Verstehen von Aufgabentexten weisen
in jedem Fall deutlich darauf hin, dass ein der Problemerfassung dienliches Textverstehen nicht als Selbstver-
stdndlichkeit betrachtet werden darf. Die Schiller missen angeregt werden, nach der Lektiire des Textes ihr Prob-
lemverstandnis sprachlich zu explizieren, es sich damit deutlicher bewusst zu machen, Abweichungen vom ge-
meinten Sinn und Liicken in ihm aufzuspiiren, und es der Uberpriifung sowie der Erganzung durch den Lehrer
oder Mitschiler auszusetzen. Es sollte den Schilern zu einer festen Einstellung werden, die Losung eines Prob-
lems nicht sofort zu beginnen, sondern sich vorher volle Klarheit Giber dieses zu verschaffen.

2.3.3 Sprache und Problemlésung

NEWMAN (1983) stellt fest: Sobald ein Schiler einen Aufgabentext korrekt aufgefasst hat, ist ein Zwischenschritt
notig, bevor er versucht, die angemessenen mathematischen Prozeduren anzuwenden und das Ergebnis auszu-
rechnen. Diesen Zwischenschritt nennt sie Transformation.

,»It is this ability to translate from the language of the task to the required symbolic mathematical form which is
termed Transformation® (S. 27). ,,The pupil must decide how to solve the problem. Does he have, for example, to
add, divide, multiply or subtract” (S. 28).

Was NEWMAN mit diesem Zwischenschritt meint, stellt nichts anderes dar, als die Realisierung der oben genann-
ten Stufe Il des Ldsungsprozesses, allerdings beschrénkt auf einen Spezialfall von Problemen, nédmlich sog.
‘Sachrechenaufgaben’. Weitet man den Blick Uber diese hinaus, so stellt sich der Prozess der Losungsfindung
etwas komplexer dar. Soll dann die Funktion der Sprache in diesem Prozess erortert werden, so befindet man
sich rasch in dem generellen Problemfeld des Zusammenhangs von Sprache und Denken. Verschiedene wissen-
schaftliche Disziplinen haben ihn mit ihren Methoden aufzuhellen versucht und sind dabei zu teilweise unter-
schiedlichen Ergebnissen gekommen. Einige der Positionen kdnnen im Anhang ,,Sprache und Denken* nachge-
lesen werden. Letztlich deuten sie aber alle darauf hin, dass sich eine sprachliche Begleitung des Prozesses der
Losungsfindung fir diesen als duBerst forderlich erweisen kann. Die verbale Explikation von Ideen regt offenbar
nicht nur das schopferische Denken an, sondern erleichtert auch die Klarung und Kontrolle der Brauchbarkeit
von Losungsideen. Eine Reihe empirischer Untersuchungen zeigt jedenfalls, wie forderlich die Bereitschaft und
Fahigkeit zur sprachlichen Darstellung und zur sprachlichen Beschreibung von Voraussetzungen und Strategien
flir das Problemldsen allgemein und auch fir das Lésen mathematischer Probleme im Besonderen ist.

GAGNE & SMITH (1962) untersuchten die Wirkung des Verbalisierens auf die Losung der unter der Bezeichnung
"Turm von Hanoi" bekannt gewordenen Aufgabe. Sie kamen zu dem Ergebnis, dass verbalisierende Gruppen
von Versuchspersonen gegeniber nicht verbalisierenden Gruppen signifikant weniger Ziige benétigten. lhre
Vermutung ging dahin, dass das Verbalisieren wahrend der Ldsung die VVersuchspersonen dazu filhrt, sich stets
neue Begriindungen fiir ihre Ziige auszudenken, und dass auf diese Weise sowohl die Entdeckung eines Prinzips
wie dessen Anwendung erleichtert wird.

MERz (1969) kommt zu dem Ergebnis, dass bei Aufgaben nach Art des Figure-reasoning-Tests und des Matri-
zentests nach Ravens verbalisierende Schiller — bei allerdings technisch bedingten, hoheren Ldsungszeiten — zu
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signifikanten Leistungssteigerungen kommen. Dabei wird unter Verbalisieren das hdrbare Aussprechen der Auf-
gabenteile, der Teilldsungen und der Lésungsschritte verstanden. Kontrollversuche ergaben die Generalisierbar-
keit des Befunds auf alle Altersstufen (5 bis 17 Jahre) und Schultypen (Volksschule und héhere Schule). MERz
meint, dass das Verbalisieren den analytischen Ldsungsstil begiinstige, der seinerseits zu besseren Leistungen
flihre. Freilich kdnnte es auch sein, dass sich die verbalisierenden Personen lediglich einige Ldsungsprinzipien
und Teilldsungen besser eingepragt hatten.

ISSING & ULLRICH (1969) unterwarfen eine Versuchsgruppe von 15-jahrigen Knaben und Mé&dchen in Verbin-
dung mit Konstruktions-, Lege- und Gestaltungsspielen sowie mit Bildgeschichten und einer Signalaufgabe
einem intensiven, vierwdchigen Sprachtraining. Diese Gruppe konnte im Stanford-Binet-Test ihren durchschnitt-
lichen 1Q-Wert in diesen vier Wochen um 8,8 Punkte signifikant steigern. Die Autoren fiihren dies auf die Medi-
ationsfunktion der Sprache fir das Denken zuriick. Sie vermuten, dass durch das Verbalisieren, d. h. hier durch
das Beschreiben, Benennen und Zielangeben, Begriinden usw. der jeweiligen Aktivitat, der Ubergang von einem
Stimulus zu einer Reaktion erleichtert und u. U. beschleunigt wird.

Zu ganz &hnlichen Befunden kamen JERMAN & SAWFORD (1974) beziglich der Bewéltigung des Mathematics
Aptitude Test, NESHER & TeUBAL (1975) flir das Losen arithmetischer Text- und Sachaufgaben sowie IRISH
(1964) und JOHNSON (1967) u.a. hinsichtlich formaler arithmetischer Aufgaben.

JOHNSON (1967) meint aufgrund seiner Befunde, vermittelnde assoziative Verknipfungen zwischen verbalen
Antworten konnten die Grundlage fiir das Finden von Hypothesen schaffen. Dabei miissen vermittelnde verbale
Prozesse nicht mit der formalen Struktur von gesprochener oder geschriebener Sprache tbereinstimmen, und es
kann nétig sein, dass der Denkende die Ergebnisse solcher Operationen in Formen (bersetzt, die fiir die Kom-
munikation mit anderen passend sind. Auch kénnen Versuchspersonen unfahig sein, Uber die vermittelnden
Prozesse, die sie erleben, verbal oder in anderer Weise zu berichten.

JOHNSON (1967) und REYNOLDS (1968) fanden vor allem den Faktor "Flissigkeit", der es erlaubt, verschiedene
Antworten aufzurufen, und den Faktor "Auswahl" fir die méglichen Antworten, die die Forderungen des Prob-
lems erfiillen. Ihre Studien zeigen, dass effektives Problemldsen entweder mit verbaler Fliissigkeit i.a. oder mit
Flussigkeit unter einschrankenden Bedingungen verbunden ist. Das Finden und Ausformen von Hypothesen mag
oft mit kontrollierter oder relevanter Produktion verbaler Antworten zusammenhéngen und spiegelt vermutlich
die vermittelnde Funktion verbaler Antwortneigungen wieder.

2.3.4 Sprache und Lésungsdarstellung

NEWMAN (1983) stellt fiir das Losen von Sachrechenaufgaben fest, dass der Schiler schlielich prozedurale
Fertigkeiten bendtige. Sobald er namlich weil3, wie sich die Aufgabe 16sen lasst, d. h. welche Prozeduren er
anzuwenden hat, muss er diese ausfiihren um die Lésung der Aufgabe zu finden. ,,Process skills can be defined
as those mathematical operations or skills which, when applied, allow such things as numerals, symbols, graphic
shapes, or word to be manipulated in order to solve a task” (S. 28).

Ausgeweitet auf die oben genannte Stufe 111 des Problemldseprozesses braucht der Schiler aktive Sprachkompe-
tenz. Er soll ndmlich nun die gedanklichen Schritte, die von der Problemstellung zur L&sung fuhren sowie die
gefundene Losung selbst eingehend beschreiben. Das sind nicht nur Beziehungen und Operationen, sondern auch
Argumente und Schlussfolgerungen. Die sprachliche Darstellung darf mit anschaulichen Darstellungen, Graphi-
ken, Diagrammen oder dhnlichem verbunden sein, auch wenn — wie im Fall von Beweisen — letztlich nur der
formalen Darstellung Bedeutung zuerkannt wird. Eine Riickschau auf den Problemldseprozess kann versuchen,
diesen zu strukturieren und dabei Verallgemeinerbares in ihm zu entdecken. Gelegentlich sollte der Schiiler auch
voriibergehend eingeschlagene Irrwege und fehlerhafte Zwischenergebnisse offen legen und zu begriinden ver-
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suchen, warum sie sich als unbrauchbar erwiesen haben. In jedem Fall ist selbstdndiges und adaquates sprachli-
ches Formulieren unter angemessener Verwendung fachsprachlicher Mittel gefordert.
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3. Kommunikation im Mathematikunterricht

Das erste Kapitel dieser Monographie befasste sich vor allem mit der Form und dem spezifischen Charakter der
Sprache der mathematischen Kommunikation, wobei auf die Besonderheiten der mathematischen Fachsprache
hingewiesen wurde. Im zweiten Kapitel ging es um Beziehungen zwischen Sprache und Mathematiklernen;
Rolle und Funktion der Sprache im Lernprozess wurde auch mit Blick auf andere als sprachliche Darstellungs-
mittel diskutiert. Das dritte Kapitel soll sich nun mit dem Gebrauch der Sprache im Rahmen der unterrichtlichen
Kommunikation beschéftigen.

Eine erste Betrachtung des Sprachgebrauchs im Mathematikunterricht flihrt zur Frage, wer hier Sprache produ-
ziert und welches ihre Inhalte bzw. ihr Gegensténde sind. Der Lehrer beansprucht in aller Regel rein quantitativ
die groRten Anteile an der verbalen Unterrichtskommunikation. Doch kommen sprachliche AuRerungen auch
von den Schiilern, die neben verbalen auch zahlreiche schriftliche Sprachbeitrdge produzieren. Die Prasentation
von geschriebenen Texten durch den Lehrer bringt schlieflich die Medien als dritten Trager von Sprache im
Mathematikunterricht in den Blick. Hier ist vor allem an das Schulbuch und die verwendeten Arbeitsblatter zu
denken. Die folgende Ubersicht soll zeigen, auf welche Gegenstande bzw. Inhalte sich die sachbezogenen
Sprachanteile dieser drei Gruppen am hdufigsten beziehen.

Lehrer |- erklért Begriffe oder Lehrsétze

— erldutert die Bedeutung eines Symbols oder einer Sprechweise
— definiert einen Terminus oder beweist einen Lehrsatz

— beschreibt ein Verfahren oder einen Lsungsweg

— formuliert mathematische Aufgaben oder Probleme und

— gibt Ergebnisse bekannt

— leitet das gemeinsam erarbeitende Unterrichtsgesprach mit Fragen und Impulsen bzw. Instruk-
tionen

— bestatigt oder korrigiert bzw. kommentiert Schileréuf3erungen

— gibt Anweisungen und Anleitungen

— fasst Gespréachsergebnisse zusammen

— diktiert ins Heft

— unterstitzt seine Erlauterungen, Definitionen, Beweise oder Verfahrensbeschreibungen mit
schriftlichen Notizen an der Tafel oder auf der Folie des Overhead-Projektors oder

— (bergibt den Schiilern Aufgaben oder Probleme in geschriebener Form, z. B. als Instruktions-,
Aufgaben- oder Arbeitsblatt fur die Allein-, Partner- oder Gruppenarbeit im Unterricht oder fur
die Hausarbeit mit allfalliger Verwendung von Computer und Taschenrechner

Schiler |- beantworten im Klassengespréch Fragen

— begleiten eine Aufgabenldsung sprachlich

— fiihren Gespréche mit einem Partner oder in einer Gruppe
— teilen L&sungswege und Ergebnisse mit

— beschreiben Verfahren

— wiederholen Begriffserklarungen oder Beweise

— schreiben Niederschriften bei der Bearbeitung von Aufgaben und Problemen
— berichten schriftlich Giber Lésungswege und Arbeitsergebnisse
— produzieren selbst Aufgabentexte
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Medien |- Aufgabentexte

— Ldésungshinweise oder Lésungsbeispiele

— Merksétze

— Erklarungen

— Lehrprogramme linearer und verzweigter Art, prasentiert in Buchform, in einem Sprachlabor
oder auf einem Computerarbeitsplatz

— Computersoftware, die begrenzte Experimentier-, Lehr- oder Ubungsaufgaben tibernimmt.

(Detaillierte Klassifikationen fiir alle im Unterricht auftretenden Sprach&ufRerungen des Lehrers und der Schiler
finden sich bei BELLACK 1974 und SPANHEL 1973)

In der Regel lasst sich keine der oben erwéhnten Sprachbeitrdge als reine Fachsprache charakterisieren. Es han-
delt sich eher um eine Alltagssprache, die — in Abhéngigkeit vom Tréger, vom verhandelten Thema sowie von
Schulstufe und Schulart — mehr oder weniger stark von den im Kapitel 1 vorgestellten Merkmalen der mathema-
tischen Fachsprache durchsetzt bzw. im Sinne einer solchen Fachsprache modifiziert ist. In der Regel ist der
fachsprachliche Anteil in der Lehrer- und der Mediensprache hoher als in den Sprachbeitrdgen der Schiiler, die
den Gebrauch der Fachsprache erst erlernen mussen. Freilich kommt auch die Schiilersprache kaum ganz ohne
fachliche Sprachmittel aus, weil sich viele Sachverhalte ohne sie gar nicht, nur unzulanglich oder umstandlich
darstellen lassen. Insgesamt ist der Gebrauch fachsprachlicher Mittel und Sprachformen doch so stark ausge-
pragt, dass man der Sprache im Mathematikunterricht einen eigenen Charakter zusprechen kann, der sich nicht
nur von dem der Alltagssprache, sondern auch der Sprache in anderen Unterrichtsféachern unterscheidet. Mit dem
aus dem Spannungsverhaltnis von Lehrer- und Mediensprache auf der einen und Schiilersprache auf der anderen
Seite resultierenden Lehr- und Lernschwierigkeiten beschéftigt sich Abschnitt 3.1. Dann wird das gegenwaértige
Wissen Uber Struktur und Inhalte der sprachlichen Interaktion, vor allem im Rahmen des sog. fragend-
entwickelnden Unterrichts, zusammengetragen (3.2). Dabei zeigt sich die Notwendigkeit, Alternativen zu dieser
dominierenden Unterrichtsform zu suchen (3.3).

3.1 Lehrer- und Mediensprache — Schulersprache

In diesem Abschnitt sollen die Lehrer- und Mediensprache im Mathematikunterricht auf der einen Seite und die
Schilersprache auf der anderen Seite einander gegenibergestellt werden. Aus der grofReren Nahe der ersteren zu
fachsprachlichen Merkmalen und Strukturen und der letzteren zu Sprachgewohnheiten des Alltags, ergibt sich,
beinahe unvermeidlich, fir die unterrichtliche Kommunikation ein Spannungsfeld, aus dem den Schiilern bei
ihrer Sprachwahrnehmung und Sprachproduktion sowie beim Ubergang von gesprochener zu geschriebener
Sprache Schwierigkeiten erwachsen kénnen.

Die Untersuchung soll nach zwei sprachlichen Komplexitatsebenen gegliedert und nacheinander bezogen wer-

den

— auf die Ebene von Wortern und Zeichen, die fir einzelne mathematische Objekte oder Beziehungen stehen
und Bezeichnungen oder Termini bzw. fachliche Symbole genannt werden (3.1.1) und

— auf die Ebene von Satzen und Texten wie Definitionen, Lehrsétzen, Argumentationen bzw. Beweise sowie
Instruktionen wie Beschreibungen, Erklarungen und Erlauterungen und Aufgaben (3.1.2).

3.1.1 Fachliche Bezeichnungen und Symbole

Es gehort sicherlich zu den wichtigen Aspekten des Mathematiklernens, dass die Schiler fahig werden, in ihrer
Wahrnehmung fachbezogener Sprache den verwendeten fachlichen Bezeichnungen und Symbolen die vom Pro-
duzenten (dem Lehrer bzw. dem Verfasser des Mediums) intendierten Bedeutungen zuzuordnen. Zeichen haben
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nicht nur Symbolcharakter, d. h. sie bezeichnen ein Objekt oder einen Begriff, sondern dartiber hinaus in unter-
schiedlichem AusmaR auch Signalcharakter, d.h. sie fordern zu einer Handlung heraus. Der Ausdruck

isin(a)x+5) kann als Ableitung der Funktion isin(wx+5) sin(w x + &) gelesen werden, aber auch als
x dx

Aufforderung interpretiert werden, diese Ableitung zu berechnen. Aufforderungen dieser Art findet man im
Menii computeralgebraischer Systeme wie Vereinfachen, Faktorisieren, Differenzieren, ....** Jedes Zeichen kann
dabei in unterschiedlichem AusmaR Wissen aufrufen. Im obigen Beispiel kann der Schiller an Differentiations-
regeln denken, aber auch an trigonometrische Funktionen und die Bedeutung der Kreisfrequenz und der Phasen-
verschiebung.

Schiiler sollten auch lernen, in ihren eigenen fachlichen Sprachprodukten (verbaler oder schriftlicher Art) fachli-
che Bezeichnungen und Symbole sinngerecht zu verwenden, um fachliche Inhalte in angemessener Weise
sprachlich darzustellen. Wie weit werden diese Ziele tatsachlich erreicht?

Mit der Fahigkeit von Schiilern, fachliche Termini und Symbole im intendierten Sinn aufzufassen — ihrem passi-
ven fachlichen Sprachschatz — beschaftigten sich bisher nur wenige Untersuchungen. PATRONIS & SPANOS &
GAGATSIS (1994) fanden, dass Schiler beim Lesen mathematischer Aufgabentexte Bezeichnungen oder Symbo-
len andere Bedeutungen zuweisen, als sie der Verfasser (Lehrer oder Schulbuchautor) seiner Kodierung im Text
zugrunde gelegt hat; sie bezeichnen das Phdnomen als ,,semantische Differenz*. Schiilern der gymnasialen Ober-
stufe wurde folgender Aufgabentext vorgelegt: Gegeben sei eine Sehne AB = 1 und ein Kreis (O; R); wir kon-
struieren ein Quadrat ABCD so, dass BC mit dem Kreisinneren keinen Punkt gemeinsam hat. Bestimme den
Radius R, wenn der Tangentenabschnitt CK die Linge CK = 2 hat.” Folgende zwei Schiilerzeichnungen zeigen
unterschiedliche semantische Differenzen zum Aufgabentext an:

D C Dieser Schiiler kennt offenbar die Bedeutung der
Bezeichnung Tangentenabschnitt — als Verbin-
dungsstrecke zwischen einem Punkt aulerhalb eines
Kreises und dem Beriihrungspunkt der Tangente
durch diesen Punkt — nicht.

A Diese Zeichnung signalisiert, iber die oben beste-
hende Differenz in der Auffassung der Bezeichnung
Tangentenabschnitt hinaus, noch eine vollige Un-
klarheit iber den Gebrauch von Buchstabenvariab-

C len in der Mathematik. So werden A und B als
A verschiedene Punkte zweimal représentiert, und der
Buchstabe K vermutlich als Abkirzung fir ,,Kreis-
B mitte* gedeutet.

Als weitere Beispiele fur semantische Differenz nennen die Autoren die Schilervorstellungen zu den Begriffen
Quadrat, Rechteck, Parallelogramm, Trapez, Raute und Viereck. Die meisten Schiiler verbinden mit diesen Be-
zeichnungen Standardvorstellungen, die ihnen das Erkennen von Sonderféllen und Hierarchien betréchtlich er-
schweren.

12 Dieser Unterschied zwischen Symbolcharakter und Signalcharakter kann mit dem Unterschied zwischen Textdateien, die

Informationen enthalten und Befehlsdateien (meist an Erweiterungen wie .COM, EXE, ... kenntlich), die sowohl Informa-
tionen enthalten als auch beim Aufrufen auf dem Computer Arbeitsschritte ausldsen, verglichen werden.

18 Mit K wird dabei der Beriihrungspunkt einer Tangente von C an den Kreis bezeichnet.
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Mehr Wissen als tiber den passiven fachlichen Sprachschatz der Schiiler gibt es zu ihrer Bereitschaft und Féahig-
keit, in eigenen Sprachprodukten fachliche Termini und Symbole in angemessener Weise zu verwenden, also
Uber ihren aktiven fachlichen Sprachschatz. Untersuchungen mit textlichen Eigenproduktionen ergeben zumeist
einen duBerst kleinen Anteil an mathematischem Vokabular und Symbolgebrauch.

GUILLERAULT & LABORDE (1981) analysierten Texte, in denen Schiler zu komplexe geometrische Figuren fur
einen Mitschiiler zu beschreiben hatten, der diese allein aufgrund dieser Beschreibung reproduzieren sollte. Die-
ser Untersuchungsansatz wurde auch von GALLO (1985) aufgegriffen und forderte hier sehr aufschlufRreiche
Ergebnisse zutage. Die Forscherin legte den Schiilern zunédchst folgende zwei punkt- und achsensymmetrische
Figuren zur Beschreibung fur Mitschiler vor:

Die Figuren konnten auf verschiedene Weise beschrieben werden:

(1) Als Zusammensetzung aus Einzelfiguren (gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecken sowie Quadraten, die
ihrerseits aus zwei gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecken bestehen);

(2) als Uberdeckung von zwei Dreiecken, zwei Parallelogrammen oder von mehreren Trapezen;

(3) als Restfiguren, die durch Herausnehmen zweier Dreiecke aus einem Rechteck entstehen;

(4) als Figuren, die aus Strecken zusammengesetzt sind;

(5) als Figuren, die durch Verbinden von Punkten (bestimmter Lage) entstehen.

Eine Analyse der Schiilertexte zeigte, dass die Strategien (1) und (2) von jeweils 30% der Schiller angewendet
wurden, die Strategie (4) von 20%; die restlichen 20% wahlten ein Mischverfahren aus (1) und (4). Die herange-
zogenen Strategien unterschieden sich allerdings fir die beiden gegebenen Figuren nicht unerheblich. Bei der
linken Figur wahlten 40% der Schiiler die Strategie (1), bei der rechten nur 20%; als Uberdeckung zweier Drei-
ecke wurde die linke Figur Gberhaupt nicht, die rechte in 60% aller Falle beschrieben. Umgekehrt wurde die
Mischstrategie nur im Fall der linken Figur herangezogen (und zwar von 40%). Eine zentrale Rolle spielten in
den Beschreibungen Quadrate, senkrechte Strecken (mit gemeinsamen Anfangspunkt) parallele Strecken und
gleichschenklige Dreiecke.

Interessant war, mit welchen Bedeutungsvorstellungen die Schiiler bei ihren Beschreibungen geometrische
Fachbezeichnungen verbanden. Besonders auffallend war, dass sie mit einer Bezeichnung oft die Vorstellung
eines Standardmodells verbanden, welches sie daran hinderte, diese Bezeichnung im generellen Sinn anzuwen-
den. So wurden Quadrate nur dann als solche bezeichnet, wenn in der Zeichnung ihre Seiten parallel zu den
Blattrandern war. Standen sie auf einer Spitze, so stellte es fur die Schiiler eine Raute dar; denn das ,,Standard-
modell“ fir diese ist offenbar eine auf der Spitze stehende Figur. Lag bei einem rechtwinklig-gleichschenkligen
Dreieck eine Kathete horizontal, so wurde nur seine Rechtwinkligkeit wahrgenommen; lag die Hypotenuse
waagrecht, so nur die Gleichschenkligkeit. Den geometrischen Fachterminus Strecke ersetzten die meisten Schi-
ler durch Ausdriicke wie Linie, Gerade, Halbgerade, Kathete, Senkrechte, Hohe; anstatt von Punkten sprachen
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sie von Orten, Endpunkten, Randpunkten, Ecken, usw. Das Wort gleich verwendeten sie zumeist im Sinne von

kongruent.

Geometrische Abbildungen wurden so gut wie tiberhaupt nicht benannt. Insgesamt war die Sprache weniger eine
geometrische als eine physikalische, deren Wortschatz dem Bereich des manuellen Tuns oder der visuellen
Wahrnehmung entnommen ist und in der Strecken aneinanderstofien, Parallelen sich beriihren, Verlangerungen
abzweigen, Strecken von einer Grundlinie ausgehen oder auf einer Grundlinie stehen, Linien sich iiberschneiden
oder kreuzen, Dreiecke zwischen sich Platz lassen, oder sich mit einer Seite treffen, usw.

Die Schiiler schienen im Ubrigen viel zu wenig zu beriicksichtigen, dass die Beschreibung der Figuren fiir den
Zeichner eine Botschaft darstellen sollte, aus der er alle wichtigen Informationen Gibernehmen kann. So fehlten
oft wesentliche Angaben, vor allem (iber Langen und L&ngengleichheiten, Gber die Lage von Figuren in der
Ebene, die Lage eines Figurenteils bezlglich der Ubrigen, explizite Angaben tber RegelmaRigkeiten in der Figur,
usw. Vieles erschien den Kindern offenbar evident bzw. selbstverstandlich und daher nicht der Mitteilung wert.
Der Analyse der Autorin nach waren nur 20% der Angaben im Text dekodierbar, wéhrend 70% keine kongruen-
te Rekonstruktion von Figuren ermdglichten.

Maier kam mit einem entsprechenden Untersuchungsansatz, bei dem Hauptschiler aus 7. und 8. Jahrgangsstufen
eine relativ komplexe geometrische Zeichnung zur Beschreibung vorgelegt wurde, zu durchaus vergleichbaren
Resultaten, die sich so zusammenfassen lassen.

— Die Schiler verwendeten sprachliche Bezeichnungen fir geometrische Figuren, Eigenschaften und Bezie-
hungen, die ihnen eigentlich vom Unterricht her vertraut sein sollten, mit sehr unterschiedlicher Haufigkeit.
Aber nur wenige machten in optimaler Weise von ihnen Gebrauch. Die meisten behalfen sich mit umgangs-
sprachlichen Beschreibungen, z. B. Mitte anstelle von Mittelpunkt, Schiefeck anstelle von Parallelogramm,
Grundlinie anstelle von Seite (eines Vielecks). Wo ihnen auch dies nicht méglich war, 16sten sie Figuren in
ihre Bestandteile auf und beschrieben Linienverldufe.

— Inder Liste der Haufigkeiten fiir eine korrekte VVerwendung (im Sinne der erlernten Begriffsbedeutung) stan-
den folgende Worter an der Spitze: Kreis, Quadrat, Dreieck, Linge und Mittelpunkt. Am Ende der Liste er-
schienen Bezeichnungen wie Trapez, Raute und Strecke sowie nahezu samtliche Eigenschafts- und Bezie-
hungsbegriffe, wie z. B. rechtwinklig, gleichseitig, parallel, diagonal, deckungsgleich bzw. kongruent, usw.

— Erstaunlich viele fachliche Bezeichnungen wurden in einem, vom fachlichen abweichenden Bedeutungsver-
standnis gebraucht. Dies galt vor allem fiir Bezeichnungen wie senkrecht (verwendet als Eigenschaft einer
Linie, die parallel zum rechten und linken Blattrand verlauft), Seize (verwendet als Bezeichnung fir ein Fla-
chenstiick 14), Héhe, Kante, Ecke, aber auch Ausdriicke wie Trapez Raute, Rechteck, Quadrat.

— Fachliche Symbole, auch im Unterricht hdufig gebrauchte, erschienen in den Texten so gut wie Uberhaupt
nicht. Weder kamen die Schiler auf die Idee, sich die Beschreibung durch Bezeichnen von Punkten und Ge-
raden mit Buchstaben zu erleichtern, noch gebrauchten sie Kiirzel wie || oder L . Neben den Abkurzungen fir
Malieinheiten der Lénge, die fast durchgangig verwendet wurden, erschienen lediglich sporadisch: h fur Ho-
he, | flr Lénge, b flr Breite, r fir Radius und d fur Durchmesser.

— Invielen Féllen waren sprachliche Mittel aus der Abbildungsgeometrie hilfreich gewesen (z.B. Drehung und
Achsenspiegelung), um zu einer knappen und eindeutigen Beschreibung zu kommen. Doch obwohl einschla-
gige Sprachmittel im Unterricht vorkamen, machten die Schiiler davon nicht Gebrauch.

— Besondere Schwierigkeiten bereitete es den Schiilern, die Lage von Punkten, Strecken und Figuren zueinan-
der eindeutig zu beschreiben. Die meisten klammerten sich an den Blattrand und verwendeten, unter implizi-

14 Man beachte, dass die Seite eines Buches ein Flachenstiick ist.
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ter Bezugnahme auf diesen, Ausdriicke wie rechts neben, links von, unterhalb, iiber. Da sie ausnahmslos dar-
auf verzichteten, die Mitteilungen fir den Partner durch Winkelmessungen zu prézisieren, gelang ein ange-
messenes Beschreiben von nicht am Blattrand orientierbaren Lagebeziehungen kaum. Die meisten Schiler
begniigten sich mit recht ungenauen Angaben wie schrdg nach oben, schief riiber, quer herunter, schrdg von
rechts nach links, nach rechts, aber auch rauf, quer nach links, usw. Vielfach lieBen die Schiler Richtungs-
angaben und Lagebeziehungen einfach aus, so dass der Zeichner iber sie keinerlei Informationen erhielt.

KUBLER (1984) untersuchte die F&higkeit von Schilern, mathematische Sachverhalte mitzuteilen sowie die dabei
verwendete Sprache auf folgende Weise: Ein Versuchsleiter (Lehrer) erklarte einem Schiler ein Verfahren zu
Konstruktion des in einen Kreis einbeschriebenen regulédren Fiinfecks. Dies geschah in zwei Varianten, ndmlich
durch verbale Konstruktionsanweisung, die der Schiiler auszufiihren hatte, also nach Art eines ‘Diktats’ in fach-
licher Sprache, oder durch zeichnerisches Vorfiihren der Konstruktion ohne jegliche verbale Begleitung. Nach-
dem sichergestellt war, dass der Schiiler die Konstruktion tatséchlich beherrschten, wurde er gebeten, sie einem
anderen Schiler, der mit ihm Ricken an Ricken sal3, so zu erkléren, dass dieser sie ausfihren kann, und auch
auf Fragen dieses Mitschillers zu antworten. Zuletzt wurde geprift, ob der ,,Empfanger* der Botschaft die Kon-
struktion richtig gemacht hatte und nunmehr beherrschte. Bei der Untersuchung wurden in einer 5. und einer 4.
Klasse™ insgesamt 18 Schiilerpaare gebildet, die abwechselnd die Rolle des ‘Senders’ und des ‘Empfangers’
tbernahmen.

Mit Blick auf die Sprache, die die jeweiligen ‘Sender’ bei der Mitteilung des Konstruktionsverfahrens verwende-

ten, kam KUBLER zu folgenden Ergebnissen:

— Die Sender, denen das Verfahren “diktiert” wurde, benutzten zwar Fachausdriicke wie Durchmesser, Tangen-
te, Kreisbogen, etc., aber sie fugten ihnen beinahe immer noch vertrautere Ausdriicke hinzu, wie z. B. Linie,
die durch den Mittelpunkt geht, gestreift, USW.

— Die Sender, denen die Konstruktion nur gezeigt worden war, griffen durchgehend auf alltagssprachliche
Formulierungen zurilick und gebrauchten (mit Ausnahme einiger Félle in der Klasse 4) kaum mathematische
Ausdriicke.

— Von der 5. zur 4. Klasse zeigten sich Fortschritte der Schiller in dem Sinn, dass man ein starkeres Herein-
nehmen mathematischer Formulierungen und ein zunehmendes Bedirfnis beobachtete, beim Diktat durch
den Versuchsleiter (Lehrer) das eigene Verstdndnis des Konstruktionsverfahrens zu kontrollieren. Letzteres
erhdhte den Erfolg in der Klassenstufe 4 bei diesem Verfahren; es trat aber beim Vorfiihren der Konstruktion
eher weniger in Erscheinung.

Was liel sich aber zur Verwendung einzelner mathematischer Begriffe durch die Sender finden?

— Das Wort Punkt, das den Schillern wohl bekannt ist, wurde zwar im Zusammenhang von Aussagen wie Be-
zeichne diesen Punkt mit A verwendet. Wenn es sich allerdings um Schnittpunkte von Kurven handelte, wur-
de das Wort Punkt meist nicht gebraucht, sondern durch Ausdriicke wie Schnittstelle, auf der Kreuzung, die
den Kreis in zwei Teile zerschneidet, usw. ersetzt. Es fiel auch auf, dass die Schiiler stets zwar Punkte auf Ge-
raden platzierten, aber niemals von der Mdglichkeit Gebrauch machten, eine Gerade durch zwei Punkte
zeichnen zu lassen.

— Das Wort Strecke tauchte spontan bei den Schilern nicht auf; sie zogen es vielmehr vor, von Linie, Gerade,
0. &. zu sprechen.

— Im Gegensatz dazu verwendeten alle Schiler Klasse 4 das Wort Kreis, wahrend in Klasse 5 noch ein Viertel
der Schiuler vom Runden sprach.

15 Die Untersuchung bezieht sich auf eine franzésische Schule mit absteigender Zahlung der Jahrgangsstufen
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— Die Schuler verstanden das Wort Durchmesser, verwendeten es aber selbst nicht, vor allem nicht in Klasse 5,
sie sprachen stattdessen von Linie, die durch O geht 0. &.

— Der Ausdruck senkrecht wurde auch eher von den élteren Schilern verwendet; in Klasse 5 tauchten fiir ihn
Ausdriicke wie waagrecht und senkrecht auf.

— Anstelle des Ausdrucks Kreisbogen, der durchgéngig gemieden wurde, sprachen die Schiler von Halbkreis

oder Zeichne eine Linie mit deinem Zirkel.

Auffallende Defizite im Verstdndnis und dem Gebrauch geometrischer Bezeichnungen zeigten sich auch im
Rahmen einer unveréffentlichten Untersuchung von Maier (iber den Zusammenhang zwischen Begriffsverstand-
nis und Fehlern bei der Berechnung geometrischer Flachen. Schillern einer zufallig ausgewéhlten 6. Klasse be-
zeichneten Wirfel als Quadrate, Quader als Rechtecke, Kanten als Seitenfldchen oder Lingen, Ecken als Seiten
oder Deckflichen. 22 von 31 Schilern konnten keine sinnvollen Angaben Uber Beziehungen zwischen Quader-
kanten machen. Die Aufgabe Zeichne ein vom vorgezeichneten Rechteck in der Form verschiedenes Rechteck
mit gleichem Fldcheninhalt (bei dem eine der Seiten 2 cm lang ist), 16sten nur 7 (von 31) Schiler korrekt. 8
Schiiler zeichneten ein kongruentes Rechteck, jedoch um 90° gedreht oder sonst in anderer Position, 6 Schiiler
ein formverschiedenes aber umfanggleiches. Den Satzanfang Ein Rechteck ist ... fuhrten nur zwei Schiiler sinn-
voll, korrekt und vollstandig weiter. Beispiele fir Antworten: Ein Rechteck ist zwei verschiedene Seiten. Ein
Rechteck ist ein Quader. Ein Rechteck ist, wenn alle Seiten gleich lang sind. Schwierigkeiten hatten die Schuler
auch hier mit der mathematischen Symbolsprache. Beispielsweise sollten sie Umfang und Flacheninhalt eines
Rechtecks angeben, dessen Seitenldngen mit s und t beschrieben waren. Beim Inhalt schrieben vier Schiler rich-
tig s-¢ und vier Schiler /-5, wéhrend beim Umfang immerhin elf Schiler die korrekte Lésung 2-s+2-¢
zustande brachten. Typische Fehlantworten, offenbar aufgrund mangelnder Unterscheidung zwischen Strecken
und Flachen- bzw. zwischen Umfangs- und Inhaltsberechnung: s-s+¢-¢ oder s+s-¢+¢.

Solche Beobachtungen stehen in vollem Einklang mit Befunden anderer Autoren. SCHMIDT (1982) fiihrte im
Rahmen seiner Dissertation ,,Der Begriffsbildungsprozess im Geometrieunterricht* bei 243 Schulern der 5. Jahr-
gangsstufe einen Vortest zum Thema Achsenspiegelung durch. Aus den Ergebnissen ergibt sich u. a.: Uber 90%
der Schiler ordnen der Bezeichnung senkrecht nur Linien zu, die von oben nach unten gehen. Das Wort parallel
hingegen verwendeten 80% im mathematischen Sinn. Der Begriff RECHTER WINKEL ist in seiner fachlichen
Bedeutung ca. 65% der Schiiler bekannt. Nur 21% der Schiler kdnnen den Abstand eines Punktes von einer
Strecke bestimmen. 17% zeichneten vom Punkt aus eine schrage Linie zur Strecke, 8% eine Verbindung zu
einem Streckenendpunkt und 4% eine Vertikale auf die Strecke.

In die gleiche Richtung weisen Beobachtungen von VIET (1978) und VOLLRATH (1978) sowie eingehende Un-
tersuchungen zu einzelnen geometrischen Begriffen (SENKRECHT, INHALT) mit der Methode explorativer Einzel-
gespréche (siehe FRAUNHOLZ & MAIER & TROMMSDORFF 1986). Einen betrachtlichen Mangel an sprachlichen
Ausdrucksmitteln beobachtete auch JANVIER (1987) der Schiler héherer Jahrgangsstufen kartesische Graphen
interpretieren lie3. Den Schillern fehlte die Féhigkeit, sich Gber Intervalle, Maxima und Minima, Unstetigkeiten,
Steigung usw. angemessen auszudriicken.

DURKIN u.a. (1990) berichten Gber eine quantitative Studie, in der sie sich mit dem Gebrauch der englischspra-
chigen Begriffe der raumlichen Orientierung upP, DOWN, HIGH, LOW durch 5- und 6jahrige Kinder beschaftigten.
Vor allem wollten sie herausfinden, ob die Versuchspersonen diese Begriffe, dem jeweiligen Kontext angemes-
sen, in gleicher Weise zur Beschreibung rdumlicher wie numerischer Beziehungen verwenden kénnen. Es zeigte
sich: Wenn es darum ging, mit den genannten Bezeichnungen raumliche Beziehungen zwischen zwei (kreisfor-
migen, quadratischen, dreieckigen, usw.) Formenplattchen zu beschreiben, hatten die Schiler sehr hohe Erfolgs-
raten. Anders war dies, wenn sie beziiglich zweier Zahlenkértchen die Aufforderung befolgen sollten: Can you
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point to the high/low number? Can you point to the number that has gone up/down? Die Kinder machten relativ
viele Fehler, wenn die Kértchen nicht nebeneinander, sondern Ubereinander lagen und dabei die numerische
Beziehung mit der rdumlichen in Konflikt stand (siehe nachfolgende Zeichnung). Betréchtliche Auswirkungen
hatte auch die Reihenfolge, in der die Testitems dargeboten wurden. Gingen die numerischen Items den raumli-
chen voraus, so erreichten die Schiiler bei ersteren noch eine Erfolgsquote von 70 Prozent der mdglichen Punkte.
Folgte sie jedoch den rdumlichen Items nach, so sank diese auf 20%. (Die Reihenfolge wirkte sich auch auf die
raumlichen Items aus. Wurden nadmlich diesen die numerischen vorangestellt, so sank auch hier die Erfolgsquote
von nahezu 100% auf 85%).

3
4 2 000

XXX o0 5

Bei vorsichtiger Verallgemeinerung kénnte man aus solchen Feldstudien den Eindruck gewinnen, dass die den
Schulern aktiv verfiligbaren sprachlichen Ausdrucksmittel zur Darstellung mathematischer Sachverhalte sehr
begrenzt sind (inshesondere z. B. im Bereich geometrischer Eigenschaften und Beziehungen), dass viele Schiler
nur einen sehr geringen Teil der im Unterricht verwendeten Sprachmittel einsetzen, wenn sie gefordert sind,
Sachverhalte spontan, ohne Lehrerhilfe sprachlich darzustellen, und dass sie recht haufig im Mathematikunter-
richt — auch in fachlichen Zusammenhéngen - erlernte Fachbezeichnungen bei eigenstandiger Verwendung in
einer normabweichenden Bedeutung benutzen.

Die Defizite im Verstehen mathematischer Begriffsbezeichnungen und Symbole sowohl im Bereich der Sprach-
wahrnehmung wie der Sprachproduktion von Schilern lassen sich verschieden deuten. Einige Erklarungsversu-
che sollen nachfolgend angeboten werden.

a) Zu hohe Anzahl fachsprachlicher Bezeichnungen

Der Anteil an fachsprachlichen Bezeichnungen und Symbolen in der Lehrer- und Mediensprache wird vielfach
quantitativ unterschatzt. Im Fall von Schulbiichern lI&sst er sich besonders leicht nachprifen. Eine Analyse der
Erklarungen und Aufgabentexte in einem Unterrichtswerk, das fur den Gebrauch an bayerischen Gymnasien
entwickelt wurde, ergab folgende Anzahlen fachliche Bezeichnungen, deren Bedeutung jeweils neu zu erlernen
ist: fur die 5. Klasse: 172, fir die 6. Klasse: weitere 109, flr die 7. Klasse: weitere 70 und fur die 8. Klasse: wei-
tere 111. Auf einer Seite aus dem Band 5 dieses Schulbuchwerks (siehe folgende Seite) geht es um die Einfih-
rung in den Winkelbegriff. Allein hier werden 15 fachliche Bezeichnungen — zum gréfiten Teil erstmals — ver-
wendet: Winkel, Scheitel, Schenkel, Punktmenge, Halbgerade, Winkelfeld, Winkelbogen, Winkelbezeichnungen,
Nullwinkel, spitzer Winkel, rechter Winkel, stumpfer Winkel, gestreckter Winkel, iiberstumpfer Winkel und Voll-
winkel. Aulerdem werden als mathematische Symbole gebraucht oder neu eingefuhrt: S fir Scheitelpunkt, g und
h fur Halbgeraden, £ (g,h) fur Winkel zwischen diesen Halbgeraden, Winkelbezeichnungen o und &, die Un-
gleichung o # B, ein kleiner Kreissektor als Symbol zur Kennzeichnung von Winkeln in der zeichnerischen Dar-
stellung, speziell zur Kennzeichnung eines rechten Winkels zusatzlich mit einem Punkt versehen.
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Winkel und Winkelmessung

Handwerker nennen oft das Senkrechtstehen zwischen zwei Dingen ,,im Winkel sein®.
Dieser Sprachgebrauch reicht fiir die Geometrie nicht aus.

Definition Gehen von einem Punkt S (genannt Scheitelpunkt) zwei Halbgeraden g und h
(genannt Schenkel) aus, so bestimmen g und h den Winkel £ (g,h).

Winkel kennzeichnen wir durch kleine griechische Buchstaben, deren Namen
du auf Seite 19 findest, z. B. £ (g,h) = a, gelesen: ,,Winkel zwischen g und h
gleich alpha“.

Manchmal nennt man die Punktmenge, die von den Halbgeraden eingeschlos-
sen wird, einen Winkel oder genauer ein Winkelfeld.

Beachte  Zu den Schenkeln g und h gehdren zwei verschiedene Winkel o = B, die wir
durch verschiedene Winkelbogen unterscheiden:

<

Der Winkel ist ein Begriff der Zeichenebene. Wie man Winkel im Raum
definiert, wirst du spéter lernen.

Bezeich-  Verdeutliche dir die folgenden Winkelbezeichnungen an verschiedenen Ein-
nungen stellungen der Schenkel deines Zirkels:

LR

Nullwinkel spitzer Winkel rechter Winkel stumpfer Winkel
S g : S < E ;
gestreckter Winkel Uberstumpfer Winkel Vollwinkel

Das Bestreben, Klassifikationen und Fallunterscheidungen systematisch und vollstandig durchzufiihren und zu
explizieren, flhrt in Einzelfallen zu einer deutlichen Vermehrung von Fachbegriffen. Beispiele sind die auf der
abgedruckten Schulbuchseite vorgenommene Einteilung von Winkeln mit den Begriffen NULLWINKEL, SPITZER,
RECHTER, STUMPFER, GESTRECKTER, UBERSTUMPFER WINKEL und VOLLWINKEL oder die Klassifikation von
Geraden aufgrund méglicher Lagebeziehungen zu einem Kreis (Begriffe PASSANTE, TANGENTE, SEKANTE und
ZENTRALE). Die meisten dieser Bezeichnungen werden nach ihrer Einfiihrung kaum noch gebraucht. So reicht in
den meisten geometrischen Situationen bei Winkeln die Unterscheidung nach spitzen, rechten und stumpfen aus,
und von den Bezeichnungen flr Geraden wird letztlich nur noch das Wort Tangente weiter verwendet. Oft er-
scheint die Einfiihrung vieler fachlicher Termini gar nicht vom Zweck ihrer Verwendung als adaquates Aus-
drucksmittel fir mathematische Sachverhalte her begriindet, sondern eher als eine Art Selbstzweck.
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In einer umfangreichen Analyse von Schulbiichern ermittelte LORCHER (1976) die Anzahl ‘mathematischer
Begriffe’, worunter er alle Bezeichnungen zusammenfasste, die die Schiler aus der Umgangssprache uberhaupt
nicht oder nur in anderer Bedeutung kennen. Er kam damals bei der Untersuchung der Bruchrechenkapitel in
zehn Schulbichern auf 400 derartige Begriffe pro Buch. Dabei gab es viele ad hoc neu gebildete Bezeichnungen
oder Fachtermini, die aber anschlieBend kaum weiter verwendet wurden. Zwischen 30% und 50% aller in einem
Schulbuch vorkommenden Fachwérter kamen nur auf einer einzigen Seite vor. Von den 527 ‘mathematischen
Begriffen’ eines Schilerbuchs fiir die 8. Klasse kommen nur 28% auch in den Biichern fir die drei anderen
Klassenstufen vor.

In vielen Féllen wurde mit neuen Bezeichnungen das angestrebt, was LORCHER eine ,,unzumutbare Prézisierung
und Verfeinerung der mathematischen Begrifflichkeit* (S. 4) nennt: Gemeint sind z. B. terminologische Unter-
scheidungen zwischen Zahl, Zahlname, Zahiwort, Zahizeichen. Die Erklarung all dieser Bezeichnungen erwies
sich zumeist als unsystematisch und in vielen Féllen unzulanglich. Der gleiche Sachverhalt wurde in verschiede-
nen Schulbuchwerken, oft sogar in verschiedenen Béndern des gleichen Werks, auf unterschiedliche Weise be-
zeichnet, so dass die Schiler bei einem Klassen- oder Ortswechsel unvermeidlich ‘umlernen’ missen.

Die Analyse eines Schulbuchwerks fiir die Grundschule erbrachte ganz &hnliche Ergebnisse. Von einem Schul-
jahr zum néchsten kamen jeweils etwa 240 neue Bezeichnungen hinzu, von denen aber etwa 80 im darauffolgen-
den Schuljahr nicht mehr aufgegriffen wurden. Selbst in den jeweiligen Wiederholungskapiteln wurden im 2.
Schuljahr nur 48%, im dritten Schuljahr nur 37% und im 4. Schuljahr nur 22% der im Vorjahr eingefiihrten Beg-
riffe wieder verwendet.

Im Ubrigen sind nicht alle Worter der Lehrer- und Mediensprache, deren (genaue) Bedeutung die Schiiler von
ihrer alltdglichen Sprachpraxis her nicht kennen, Fachwdrter der Mathematik. Lehrer und Schulbiicher pflegen
auch andere Vokabeln in den Unterricht einzubringen, mit deren Hilfe sie den Schiilern das Verstandnis fachli-
cher Zusammenhénge erleichtert werden soll. Schon in den ersten Jahrgangsstufen werden anstelle von plus
Worter wie und, vermehrt um, anstelle von addieren die Bezeichnungen dazuzéihlen, zusammenzdhlen oder,
vergrdfiern verwendet. Oftmals werden mit diesem ‘didaktischen Vokabular’ spezielle schulische Darstellungs-
weisen flir mathematische Gegenstande bezeichnet. In dem Unterrichtswerk, aus dem die oben abgedruckte Seite
stammt, finden sich beispielsweise folgende Bezeichnungen, die dem didaktischen Vokabular zuzurechnen sind:
im Band fir die 5. Jahrgangsstufe: Rechenbaum, Uberschlag, Zweisatz, im Band fur die 6. Jahrgangsstufe:
Bruchoperator, Gegenoperator, Bruchteil, Hauptnenner, Umwandeln, zerlegbare Zahl, Endstellenregel, Priori-
titsregel, im Band fur die 7. Jahrgangsstufe: Kehrzahl, Zuordnungstafel, Schlussrechnung, quotientengleich,
stiickweise kongruent, im Band fir die 8. Jahrgangsstufe: Besetzungszahl, Einsetzungsmenge, Balkendiagramm.

Solche Ausdriicke vermehren die Anzahl der Sprachelemente, denen die Schiler neue, vom Lehrer bzw. dem
Medium normierte Bedeutungen zuordnen missen. Je groRer aber der Umfang des VVokabulars wird, das fir die
Schiler in seiner Bedeutung zundchst unbekannt und fremd ist, desto gréRer wird die Herausforderung an sie,
die mit seiner Hilfe ausgedriickten mathematischen Sachverhalte, Erklarungen, Instruktionen und Aufgaben im
intendierten Sinne aufzufassen und zu verstehen. Noch gréRRer aber wird vermutlich das Hindernis, die vielen
Termini und Symbole in den aktiven Sprachschatz zu integrieren. Um diese Herausforderung fur die Sprach-
wahrnehmung und Sprachproduktion anzuzeigen, gehen manche Autoren so weit, die Lehrer- und Medienspra-
che als eine Art Fremdsprache fur die Schiiler zu beschreiben, die es zu erlernen gelte (siehe LORCHER 1976 und
BECHERVAISE 1992).
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b) Interferenzen zwischen fachlichen und alltagssprachlichen Bedeutungen

Offenbar gilt nur fir wenige der im Unterricht auftauchenden Fachwérter, zu denen die Schiller ein Bedeutungs-
verstandnis aufbauen missen, dass sie in der Alltagssprache, zumindest in der gegebenen Zusammensetzung,
nicht oder kaum vorkommen. Beispiele: kommutativ, Term, Vektor, Koordinaten(system), Determinante, Dis-
kriminante, Polygon, n-Eck, Polyeder, Parallelogramm, affin oder Geradengleichung, Umkehrfunktion, Halb-
ebene, Kongruenzabbildung, Kegelschnitt, Hypotenuse, Multiplikand. Sehr viele Fachworter aus der Lehrer- und
Mediensprache im Mathematikunterricht treten jedoch auch in der Alltagssprache auf. Einige davon gehdren
sogar zum Grundwortschatz des Alltags: Kreis, Dreieck oder Hohe, usw. sowie die Zahlwdrter. Andere wurden
in die Alltagssprache Gbernommen, z. B. Tangente, parallel, senkrecht, Gleichung, Ellipse Kegel, und Trapez
sowie Bezeichnungen fiir MaReinheiten wie m, cm®, dm’. Andererseits fihrte man in der Mathematik bei der
Entwicklung neuer Theorien oftmals Ausdriicke der Alltagssprache als Fachworter ein; man denke an Bezeich-
nungen wie Ebene, Netz, dhnlich, Gruppe, Ring, Korper, usw. Flr manche Worter lasst sich die Wanderrichtung
zwischen Fach- und Alltagssprache gar nicht mehr genau bestimmen, wie etwa flr Seite, Strecke, Figur, Pyra-
mide, Zylinder, Funktion, Potenz, ist gleich, kongruent, Usw.

Nun werden aber nur wenige Worter der Alltagssprache, die auch in der Fachsprache vorkommen, dort in der
gleichen Bedeutung verwendet. Ausnahmen sind vielleicht Quadrat und Dreieck sowie Bezeichnungen der na-
tirlichen Zahlen und einige geometrische Maleinheiten. In den meisten Féllen unterscheidet sich die fachliche
von der in der Alltagssprache Ublichen Bedeutung, so dass die Schiiler in den Unterricht zu dort eingefiihrten
Fachbegriffen bereits Bedeutungsvorstellung mitbringen, jedoch solche von anderer Art.

— Diese sind manchmal weiter bzw. allgemeiner als die fachliche Bedeutung, wie z. B. bei den geometrischen
Bezeichnungen dghnlich (fachlich auf formgleiche Figuren beschrankt), parallel (fachlich nur auf eine Lage-
beziehung zwischen Geraden und Ebenen angewendet), Seite (fachlich zumeist nur auf n-Ecke begrenzende
Strecken bezogen), Umfang (fachlich nur die Lange der Begrenzungslinien von n-Ecken, Kreisen oder Ellip-
sen bezeichnend), sowie im Fall von Wortern wie Steigung (fachlich beschrénkt auf ein Koordinatenverhalt-
nis bei Geraden), orientieren, potenzieren;

— manchmal sind sie enger bzw. spezieller als die fachliche Bedeutung, wie z. B. bei Viereck (im Alltag zu-
meist synonym zu Rechteck oder Quadrat angewendet), Pyramide (darunter fallen hier nur gerade Korper
mit quadratischer Grundfl&che), Fldche (eine gekrummte Fldche macht nach alltagssprachlichem Verstandnis
keinen Sinn, da sie nicht flach ist), senkrecht (im Alltag eher synonym zu lotrecht gebraucht);

— manchmal folgen sie einer anderen Systematik, wie bei der Verwendung von Breite, Hohe und Tiefe bei
Madbeln, die nicht mit der mathematischen Terminologie Ldnge, Hohe und Breite flr Quader tibereinstimmt;

— sie konnen aber auch von der fachlichen Bedeutung verschieden sein, wie im Fall von Figur, Mantel, Schei-
tel, Betrag, Gruppe, Ring, Korper.

In einigen Fallen ist die fachliche Bedeutung zugleich spezieller und allgemeiner; z. B. wird im Alltag das Wort

Menge nur auf grolRere Quantititen angewandt (eine Menschenmenge bezeichnet eine grofiere Anzahl von Men-

schen, eine Menge Geld bezeichnet viel Geld; es gibt im Alltag keine Menge mit einem oder zwei Elementen

oder gar eine leere Menge). Der Begriff schlieft auch kontinuierliche Quantitaten ein (wie z. B. eine Menge

Bier). Ebenso bedeutet spiegeln im Alltag mehr als die Spiegelung an einer Geraden oder an einer Ebene, aber

man denkt nicht an Schrégspiegelung oder Punktspiegelung.

Besonders deutlich lassen sich Unterschiede zwischen alltéglicher und fachlicher Bedeutung fir den im obigen
Schulbuchauszug eingefiihrten Begriff WINKEL aufzeigen. In der deutschen Alltagssprache wird das Wort Win-
kel benutzt, um einen Teil eines Raumes, eines Dorfes oder einer Landschaft zu bezeichnen. Es wohnt ihm der
Sinn des Geschlossenen, manchmal auch des Engen inne. Solche Sinnzuschreibungen kénnen gut helfen, ma-
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thematische Winkel zu verstehen, die durch zwei Flachen im dreidimensionalen Raum gebildet werden, vor
allem, wenn sie ungefdhr 90 Grad messen. Im Mathematikunterricht missen die Schiiler aber ihrem Sinnver-
stdndnis vollig neue Vorstellungen hinzufiigen, wenn — wie zumeist — mit beliebigen Winkeln in der Ebene
gearbeitet wird, die durch zwei sich schneidende Geraden gebildet sind. Dies gilt vor allem fiir Winkel, die man
in der Mathematik stumpf, iiberstumpf oder gar gestreckt nennt. SchlieBlich versuche man sich die Verallgemei-
nerungsleistung eines Schiilers zu vergegenwaértigen, die notig ist, wenn von einem Null- oder Vollwinkel geredet
wird.

Manche Bedeutungsinterferenzen ergeben sich auch dadurch, dass sich der Sinn zusammengesetzter mathemati-
scher Fachausdriicke nicht unbedingt aus der umgangssprachlichen Interpretation einzelner Worter erschliel3en
lasst. Pimm (1987) erwdhnt das Beispiel einer umgangssprachlichen Interpretation von rechtwinkliges Dreieck
im Sinn folgender Zeichnungen:

»rechtwinkliges Dreieck* Jinkswinkliges Dreieck*

Das Adjektiv recht hat im Alltag zwei Bedeutungen: rechtes Bein (als Gegensatz zu linkes Bein) und auf rechte
Weise (=auf richtige Weise). Die Verwendung von recht in der Bedeutung richtig, ist aber auf wenige Redewen-
dungen und zusammengesetzte Worter eingeschrankt. In der Mathematik wird die erste Bedeutung als Orientie-
rungsbegriff in der Geometrie verwendet (Rechtskoordinatensystem, Linkskoordinatensystem); die zweite Be-
deutung liegt im Ausdruck rechter Winkel vor (weswegen es auch keinen linken Winkel gibt!), ist aber auf dem
ersten Blick nicht erkennbar (ein Vergleich mit dem Wort aufirecht kinnte helfen). Diese Bedeutung wird auch
durch Vergleich der Lehnworter orthogonal (=rechtwinkelig) und orthodox (=rechtglaubig) bestétigt. Andere
Beispiele fir mogliche Interferenzen bei zusammengesetzten Wortern: Das Gegenstiick zu gewéhnliche Briiche
ist nicht ungewohnliche Briiche, sondern Dezimalbriiche. Der Ausdruck ebene Fldche mag umgangssprachlich
als Tautologie erscheinen, doch gibt es - wie schon erwahnt - auch gekriimmte Fldichen.

Waéhrend nun im Fall jener Fachwdrter, die in der Alltagssprache nicht auftreten, dem Lehrer wie auch den Schii-
lern klar ist, dass im Unterricht eine neue Bedeutungsvorstellung aufzubauen ist, stellt sich die didaktische Situa-
tion im Fall der Ubrigen Fachtermini ganz anders dar. Kommen den Schiilern Bezeichnungen, die als Fachworter
im Mathematikunterricht auftauchen, bekannt vor, d. h. verbinden sie mit ihnen bereits von ihren aulerschuli-
schen Spracherfahrungen her Bedeutungsvorstellungen, so ist ihnen vielleicht nur schwer bewusst zu machen,
dass sie diesbeziiglich noch Neues zu lernen haben. Sie schenken der verdnderten Bedeutung zu wenig Beach-
tung. Der Lehrer seinerseits mag annehmen, fur den Aufbau von Bedeutungsvorstellungen in diesem Fall gerin-
gere Mihe aufwenden zu missen, weil ihm das VVorwissen der Schiiler aus dem Alltag als Hilfe fur die Begriffs-
bildung erscheint.

Nun darf aber aus der Tatsache, dass die Schuler zu Fachwortern oder didaktischen Vokabeln aufRerschulische
Erfahrungen mitbringen, keineswegs geschlossen werden, dass deren fachliche bzw. schulische Bedeutung etwas
Selbstverstandliches sei. In Wirklichkeit ist eher zu erwarten, dass die Alltagsvorstellungen der Schiler die Beg-
riffsbedeutungen, die der Mathematiklehrer den bekannten Wortern zuschreibt oder zugeordnet wissen mdchte
bzw. zu vermitteln versucht, storend tiberlagern und deren korrekte Auffassung erschweren. Diese Uberlagerun-
gen lassen sich recht treffend mit dem physikalischen Bild der Interferenz charakterisieren (dort gebraucht, um
Uberlagerung von Wellen oder Schwingungen zu beschreiben). Beispielsweise bereitete es in einer 8. Realschul-
klasse den Schilern groRe Schwierigkeiten, die Definition des Lehrers fir den Begriff PASSANTE als Gerade,
deren Schnittmenge mit einer Kreislinie leer ist, zu verstehen (Interferenz mit der alltagssprachlichen Bedeutung
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von Schnitt). In einer flinften Hauptschulklasse weigerte sich ein Schiiler zu Recht, das Eineinhalbfache einer
Kreisflache als Bruchteil zu bezeichnen. In einer siebten Hauptschulklasse wollten die Schiilern nicht akzeptie-
ren, dass beide parallelen Linien eines Trapezes (auch die ‘obere’) als Grundlinien bezeichnet wurden.

Um solche Interferenzen zu vermeiden, mussen die Schiiler die modifizierte oder andersartige Bedeutung, die
einem Fachwort im Unterricht zugeschrieben wird, von ihrem bisherigen Sinnverstandnis absetzen und unter-
scheiden lernen. Man darf wohl davon ausgehen, dass dies um so schwieriger ist, je naher alltagssprachliche und
fachliche Bedeutung beieinander liegen; d. h. mit der Distanz der Bedeutungen dirfte die schadliche Wirkung
solcher Uberlagerungen eher abnehmen.

¢) Bedeutungswechsel von Bezeichnungen und Symbolen

Der Mathematik wird eine auBergewohnliche Klarheit der Begriffshildung zugeschrieben. In der Tat versucht die
wissenschaftliche Mathematik, vor allem im Rahmen einer axiomatisch-deduktiven Entwicklung von Theorien,
Begriff um Begriff unter Verwendung weniger, als unerklért vorausgesetzter oder bereits vorausgehend definier-
ter Termini nach Inhalt und Umfang endgiiltig und vollstandig zu beschreiben; es wird eine umkehrbar eindeuti-
ge Zuordnung zwischen Bezeichnungen (Termini oder Symbolen) und Bedeutungen hergestellt. Der Begriff
wird determiniert. H&ufig wird freilich Ubersehen, dass diese strenge Form der Eindeutigkeit nur im Rahmen
einer spezifischen Theoriedarstellung, also gleichsam nur kontextbezogen gilt. In verschiedenen Darstellungen
kdnnen der gleiche Terminus bzw. das gleiche Symbol in durchaus unterschiedlicher Bedeutung gebraucht wer-
den; umgekehrt kann ein und dieselbe Bedeutung in verschiedenen Theoriedarstellungen mit unterschiedlichen
Bezeichnungen belegt sein. Wie im ersten Kapitel beschrieben, gibt es auch in der Mathematik Polysemien und
synonymen Bezeichnungsgebrauch und damit Abweichungen von der Eindeutigkeit, wie man sie auch aus ande-
ren Wissensbereichen kennt (gemildert oder erschwert durch eine nicht unbetrachtliche Zahl von Zeichen und
Symbolen, denen weltweit die gleiche Bedeutung zugewiesen wird).

Im Schulunterricht, wo eine axiomatisch-deduktive Theorieentwicklung nur ansatzweise maglich, generell je-
doch nicht ublich (und vermutlich auch nicht sinnvoll) ist, kommen sehr viele Abweichungen von der Eindeutig-
keit des Begriffsgebrauchs vor, die aber nicht explizit durch einen Kontextwechsel motiviert werden und daher
den Schiilern oft das Sprachverstehen erschweren. So etwa,

— wenn das Wort Dreieck einmal auf eine Flache, ein anderes mal auf einen Streckenzug angewendet wird
(entsprechend andere Bezeichnungen flir ebene geometrische Figuren);

— wenn, wie auf der oben abgedruckten Schulbuchseite, Winkel einerseits als System von zwei Halbgeraden,
andererseits als Flachenstiick (Winkelfeld) erklért und eine Seite spéter auch noch fiir das Drehungsmal3 ver-
wendet wird;

— wenn man mit Wiirfel manchmal eine dreidimensionale Punktmenge (einen Vollkérper), manchmal ein Sys-
tem von Flachen bezeichnet (entsprechend bei anderen Bezeichnungen flir geometrische Kérper);

— wenn das Wort Durchmesser einerseits eine Kreissehne, auf welcher der Mittelpunkt liegt, also ein geometri-
sches Objekt, andererseits — oft innerhalb des gleichen Kontexts — die Lange dieser Sehne, also eine geomet-
rische GroRe bezeichnet (Entsprechendes gilt flr Termini wie Radius, Hohe, Seite, Winkel, Fldche, Oberfld-
che und zugehoérige Abkirzungen wier, h, a, A, );

— wenn gleiche Buchstaben bzw. Symbole als Bezeichnungen fir bestimmte mathematische Objekte (als Kon-
stanten) und als Platzhalter fiir eine Menge von Objekten (als Variablen) benutzt werden, vor allem im Geo-
metrieunterricht.

Dies alles waren Beispiele fir Polysemien bzw. fiir homonymen Begriffsgebrauch. Analoge Schwierigkeiten
kénnen aus synonymer Verwendung von Bezeichnungen erwachsen. So nennen bzw. bezeichnen Lehrer und
Schulbuchwerke
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— den gleichen Typ geometrischer Figuren n-Eck oder Vieleck, manchmal auch Polygon (ein Wort, das aller-
dings zumeist in etwas allgemeinerer Bedeutung gebraucht wird);

— gleiche oder nahezu gleich mathematische Objekte Funktion, Abbildung und Zuordnung, eine Zuordnungs-
vorschrift an anderer Stelle Operator oder eine Gleichung mit zwei oder mehr Variablen in bestimmten Zu-
sammenhangen Funktionsgleichung;

— das Kommutativgesetz zuerst Vertauschungsgesetz (entsprechend das Assoziativgesetz zuerst Verbindungsge-
setz und das Distributivgesetz zuerst Verteilungsgesetz);

— den gleichen Winkel zuerst mit £(g,h) und kurz darauf mit o (wie auf der oben abgedruckten Seite).

Zum Problem des Gebrauch verschiedener Bezeichnungen mit gleicher Bedeutung siehe auch DALES & CUEVAS
(1987).

Die Ergebnisse der Studie von DURKIN u. a. (1990), Uber die oben berichtet wurde, lassen sich wohl auf das
Problem der Polysemie zuriickfiihren. Freilich ist das spezielle Beispiel der in diesem Projekt untersuchten Poly-
semie flr den Bereich der deutschen Sprache deshalb weniger bedeutsam, weil hier in Verbindung mit Zahlen
anstelle von hdher bzw. niedriger eher von gréfier bzw. kleiner gesprochen wird und anstelle von hoch oder
niedrig eher von grofs oder klein. Dennoch mag der Befund vielleicht ein Licht auf die Schwierigkeiten werfen,
die zumindest jingere Kinder mit Polysemien haben kdnnen. Als weiterer Gesichtspunkt kénnte hier die unvoll-
stdndige Abgrenzung zwischen Sprache und Metasprache genannt werden. Die Aussage 3 <5 ist (auf Zahlen
bezogen) mathematisch korrekt, aber die Aussage diese 3 ist grdffer als jene 5 ... ist auf die Ziffern bezogen
korrekt.

Wenn die Ursachen fiir Schwierigkeiten der Schiler mit dem Verstehen und dem Gebrauch mathematischer
Sprachmittel im Unterricht in der zu groflen Anzahl fachlicher Bezeichnungen und Symbole, in Interferenzen
zwischen fachlicher und alltagssprachlicher Bedeutungen von Wértern und im Bedeutungswechsel von Bezeich-
nungen und Symbolen liegen, so muss nach unterrichtspraktischen Konsequenzen gefragt werden. Welche
Grundsatze lassen sich formulieren?

— Zum ersten sollte der Lehrer mit der Einfuhrung neuer fachlicher Termini und Symbole gréRtmdgliche Zu-

riickhaltung tben. Diese Sprachmittel dirfen nicht zu einem selbstandigen Lehrinhalt des Mathematikunter-
richts werden. Vielmehr sind sie funktional zu sehen und einzusetzen. In der Mathematik selbst werden Be-
zeichnungen und Symbole als Mittel zum Zweck der Darstellung von Lehrsatzen und deren Beweise betrach-
tet; sie sind Instrument, nicht ein Gegenstand der Theoriebildung. Andererseits wéren das Verstdndnis und
die Verwendung mathematischen Wissens vielfach ohne Verwendung und Kenntnis gewisser fachsprachli-
cher Mittel sehr erschwert, in manchen Fallen sogar unmdglich. Gleichwohl sollte sich der Unterricht auf je-
ne beschranken, die im Interesse einer vereinfachten und klaren Darstellung des jeweils behandelnden ma-
thematischen Sachverhalts notwendig erscheinen. Nicht dringend ben6tigten Bezeichnungen und Symbole
konnten allenfalls als Angebote in dem Sinne prasentiert werden, dass es den Schillern iberlassen bleibt, sie
in ihren Sprachprodukten zu verwenden oder nicht. Ein wichtiges Lehrziel ist es aber, Schiler die Vorteile
einer sachgerechten Fachsprache erfahrbar zu machen.
Das Gebot der Zuriickhaltung im Einsatz von fachsprachlichen Mitteln gilt in verstarktem MaRe fur die Un-
terrichtsmedien. Der Lehrer sollte nicht gezwungen werden, gegen seine didaktische Uberzeugung mathema-
tische Termini oder Symbole einzuftihren, nur damit die Schiiler Texte eines Schulbuchs oder von Arbeits-
blattern verstehen koénnen. Schlieflich ist zu betonen, dass auch didaktische Bezeichnungen und Symbole fir
die Schiler ,,fremdsprachliche Mittel* darstellen, und dass daher deren Umfang in gleicher Weise auf das
unbedingt nétige Mal beschrénkt bleiben muss.

— Das Problem der Bedeutungsinterferenzen l&sst sich nicht dadurch 16sen, dass der Lehrer gleichsam versucht,
den Schilern alltagsweltliche Vorstellungen zu mathematischen Fachbezeichnungen auszutreiben und durch
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mathematische Bedeutungsvorstellungen zu ersetzen. Erfolgversprechender ist es, die fachlichen Bedeutun-
gen sorgféltig zu entwickeln, und zwar zundchst gesondert, und den Schilern erst anschlieRend die Differenz
zu alltagssprachlichen Vorstellungen bewusst zu machen. In aller Regel macht es auch wenig Sinn, fachliche
Bedeutungen aus alltagsweltlichen heraus entwickeln zu wollen.

Wichtig erscheint, dass die Schiler von Anfang an die Kontextabhangigkeit von Wort- und Symbolbedeu-
tungen erfahren und ihre Bedeutungszuschreibungen kontextgebunden vorzunehmen lernen. Worter erhalten,
im Sinne des spaten Wittgenstein ihre Bedeutung im Gebrauch (siehe BAUERSFELD 1995). Es sollte fiir sie zu
einer festen Gewohnheit werden, beim Umgang mit fachsprachlichen Texten nach der spezifischen Bedeu-
tung der darin enthaltenen Sprachmittel zu fragen und bei eigener Textproduktion die jeweils intendierten
Bedeutungen fur die Horer bzw. Leser erkennbar zu machen. Im Alltag diirfen und sollten sie die fachlichen
Bezeichnungen auch fortan im tblichen Sinn gebrauchen und verwenden. Dort wiirde sie mit einer Verwen-
dung im mathematischen Sinn oft nur Missverstandnissen erzeugen.

Im Ubrigen weist das Problem der Bedeutungsinterferenzen auch darauf hin, dass die nicht selten im Unter-
richt der unteren Schulstufen zu beobachtende Neigung, fachliche Bezeichnungen durch sog. “‘schiilergerech-
tere’ (d. h. der Alltagssprache enthommene) zu ersetzen, sich als gefahrlich erweisen kann. Denn fiir diese
Worter ist in jedem Fall die Gefahr groR, dass sich Bedeutungsinterferenzen einstellen.

— Dem Problem der Polysemie versuchen manchen Lehrer und Lehrmittel dadurch zu begegnen, dass sie durch
Einflhrung zusétzlicher Bezeichnungen eine Eins-zu-Eins-Zuordnung zwischen Wdortern bzw. Symbolen ei-
nerseits und Bedeutungen anderseits herzustellen versuchen. Es wird dann unterschieden zwischen Kreis und
Kreislinie, Mittelpunktslinie und Durchmesser (als GroRe), Winkel und Winkelmafs bzw. Winkelgrofie usw.
Ein solcher Versuch ist dazu angetan, die Anzahl der einzufiihrenden Fachwdrter zu vermehren und erhoht
damit den unerwinschten ,,Fremdspracheneffekt”. Zum zweiten kompliziert er die Sprache und macht sie
schwerfallig. Er provoziert stindige Ermahnungen der Schiiler zu ,,korrektem Sprechen®. Angemessener er-
scheint es zu sein, das fur jede Sprache geltende Prinzip, dass die Bedeutung von Wértern im Gebrauch fest-
gelegt wird, auch fiir mathematische Sprachauflerungen und Texte anzuerkennen. Polysemien bleiben zuge-
lassen und die Schiller miissen lernen, addquate Bedeutungen aus dem Kontext zu entnehmen bzw. kontext-
spezifisch festzuschreiben.

— Leichter vermeidbar sind Synonymien. Wenn der Lehrer davon absieht, fur gleiche Begriffe oder begriffliche
Ideen unterschiedliche Bezeichnungen einzufiihren, so kann dadurch der Blick auf manche mathematische
Zusammenhdange getffnet und zugleich der Umfang der einzufiihrenden Fachterminologie reduziert werden.

3.1.2 Verstehen und Formulieren fachlicher Satze und Texte

Wie im Abschnitt 1.3 gezeigt, unterscheiden sich Alltagssprache und Fachsprache nicht nur im Bereich eines
verschiedenartigen oder in anderer Bedeutung gebrauchten VVokabulars sowie der Verwendung von abkiirzenden
Symbolen. Weitere Unterschiede liegen im Hervorbringen und Interpretieren von Aussagen bzw. in der Struktur
der Satzbildung. Auch solche Merkmale des mathematischen Registers kommen in der Unterrichtskommunikati-
on zum Tragen und kénnen einen weiteren Grund fiir Schwierigkeiten von Schiilern beim Verstehen und Formu-
lieren fachlicher Sdtze und Texte sein.

a) Gebrauch von Quantoren

In der oben abgedruckten Schulbuchseite liest man z. B. in Zeile 3/4: "Gehen von einem Punkt S (genannt Schei-
tel) zwei Halbgeraden g und h (genannt Schenkel) aus, so erzeugen g und h einen Winkel £ (g, h)." Finf Zeilen
weiter erfahren die Schiler dann, vielleicht mit Erstaunen: "Zu den Schenkeln g und h gehéren zwei verschiede-
ne Winkel o = B, die wir durch verschiedene Winkelbogen unterscheiden." Geht ein Schiiler mit seinem vom
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Alltag her gepréagten Sprachverstdndnis an diesen Text heran, wird er die beiden Sétze vielleicht fiir wider-
sprichlich halten und sich verwirrt fragen: Bilden g und h nun einen Winkel oder zwei? Der Buchautor indes
kann fur sich ins Feld fuhren, nach mathematisch Ublicher Sprachauffassung korrekt formuliert zu haben.
SchlieRt doch ihr zufolge die Aussage "g und h schlieBen einen Winkel ein" keineswegs aus, dass die beiden
Geraden auch weitere Winkel bilden. Um dies auszuschlieRen hétte er mathematisch formulieren missen g und h
bilden einen und nur einen Winkel oder g und h bilden genau einen Winkel.

In der Alltagssprache werden der unbestimmte Artikel und das Zahlwort ein miteinander vermengt — was auf
Grund der sprachlichen Gestalt und der Herkunft des unbestimmten Artikels als eine Abschwachung des Zahl-
wortes eins verstandlich ist — und der Existenzquantor in einer Weise gedeutet, die in der Fachsprache mit dem
Ausdruck ein und nur ein oder genau ein prazisiert werden muss. Daher wiirde man den Satz In der Tiite gibt es
einen Apfel als Liige empfinden, wenn sich tatsachlich funf Apfel in der Tute befinden. Es kommt dabei auch
eine grammatikalische Besonderheit indo-européischer Sprachen zum Vorschein: Bei zéhlbaren Objekten wird
der Plural verwendet, wenn von mehr als einem Objekt die Rede ist. (Fragt man allerdings Hast du einen Apfel?,
so bedeutet auch in der Umgangssprache der unbestimmte Artikel mindestens einen.)

Gehen Schiler nun mit ihrer alltaglich gepragten Sprachauffassung an Lehrer- und Medientexte heran, die be-
ziglich des Existenzquantors dem mathematischen Register folgen, so kann es zu Verstehensschwierigkeiten
kommen. Sie werden zum einen verwundert sein iber Sétze wie Auf einer Geraden gibt es zwei (verschiedene)
Punkte. Zwei sich schneidende Geraden liegen in einer Ebene. Zwischen zwei Bruchzahlen liegt stets eine dritte.
Ein Punkt P einer Menge M heifst innerer Punkt von M, wenn es eine Umgebung U von P gibt, die ganz zu M
gehort, wenn sie den Existenzquantor als Zahlwort interpretieren. Zum anderen wird ihnen aus gleichem Grund
eine prazisierende Beschreibung mit genau ein oder ein und nur ein als unnétig oder uberflussig erscheinen, weil
sich das hier Gemeinte in der Alltagssprache mit dem Wort ein allein schon ausgedrtickt ist.

PiMm (1987) verweist auf die Untersuchungen von Tall zum Gebrauch der Worter some, all und any durch
Schulanfénger. Sie kam zu dem Ergebnis, dass fiir viele Schiiler die Worter some und all eher gegensatzliche als
einschliefende Bedeutung haben, d. h. a/l schliet fiir sie some nicht mit ein. Der in der Mathematik tbliche
Gebrauch von any im Sinne von every steht ebenfalls im Gegensatz zum alltaglichen Sprachgebrauch. Ahnliche
Unterschiede durften sich auch beim Gebrauch der entsprechenden deutschen Worter (einige, alle, jeder) zeigen.

BoscHET (1987) untersuchte die Verwendung des Existenzquantors durch Lernende in verschiedenen Aufgaben-
zusammenhangen. So wurden im Anschluss an eine kurze Behandlung beschrankt wachsender Folgen 71 Uni-
versitatsstudenten der Mathematik im ersten Semester folgende Aufgaben vorgelegt:

f sei eine auf R stetige und differenzierbare Funktion und die Ableitung f* sei streng monoton fallend.
a) Zeigen Sie, dass fir jedes x gilt: f (x+1) — f (x) <f (x) <f(x) - f(x-1)
b) Leiten Sie daraus ab, dass gilt: Wenn f (x) fiir x gegen + oo einen Grenzwert hat, dann geht f (x) gegen Null.

48 Studierende formulierten bei a) den Existenzquantor auf drei verschiedene Weisen: In natirlicher Sprache
wie ,,es gibt ein ¢ ... (6%), mit Hilfe des tiblichen Symbols als 3 ¢ € (23%) oder in der Form f(x + 1) — f(x) =
(x+1-x)f (c) mitx<c<x+1,also mit Hilfe der Praposition mit (21%). Alle tbrigen lieen den Existenz-
quantor weg. Bei der Teilaufgabe b) machten 33% der Schiler den Fehler, die Ungleichungen beim Grenziiber-
gang unverandert zu lassen. 14% explizierten den Quantor und 56% erwéhnten ihn Gberhaupt nicht. Eine Studie
mit einer anderen Untersuchungsgruppe von 102 Studierenden im gleichen Semester, der ebenfalls Aufgaben zu
den beschrankt wachsenden Folgen vorgelegt wurden, fiihrte zu vergleichbaren Ergebnissen. Insgesamt wurden
die Aufgaben von den Studierenden, die Quantoren explizierten, die Aufgaben nur geringfiigig besser geldst. Die
Losungen waren allerdings bei diesen Studierenden beweiskréftiger, und sie machten weniger Fehler.
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Bei einer weiteren Untersuchung mit Aufgaben zu parametrisch gegebenen Kurven zeigte sich, dass die Schiler
offenbar im Fall algorithmischer Aufgaben weniger dazu neigen, Quantoren zu explizieren. Bei diesen Aufgaben
wurden zwar von mehr als der Hélfte der Schiler die Existenzquantoren expliziert, und dies nahezu ausnahmslos
in naturlicher Sprache, jedoch zumeist in Verbindung mit einer graphischen Aufgabenldsung, also im Kontext
einer nicht-algorithmischen Vorgehensweise.

Schwierigkeiten kann auch der Gebrauch des Allquantors bereiteten. Nach fachsprachlichen Grundsétzen ist zu
fordern, dass dieser in Allaussagen expliziert und seine Geltung auf definierte Mengen bezogen wird. Beispiel:
Eine Punktmenge (Fldche) M heifit konvex, wenn fiir alle Punktepaare P, Q € M die Verbindungsstrecke [PQ]
ganz in M liegt. Aufgrund ihrer alltagsweltlichen Sprachgewohnheiten neigen die Schiler dazu, dem Allquantor
einfach auszuweichen bzw. ihn nur implizit mitzudenken. Damit bleibt der Geltungsbereich der Aussage fur den
Horer bzw. Leser ungeklért bzw. unbestimmt. Auch in Medien findet man nicht selten Sétze, bei denen die Ex-
plikation des Allguantors und die Abgrenzung des Giiltigkeitsbereichs fehlen. Beispielsweise werden Rechenge-
setze nahezu immer ohne Allquantor notiert. Es miissen also nicht nur die Schiiler sondern auch die Lehrer und
die Medien lernen, ihre allgemeingiltigen Aussagen mit dem Allquantor zu verbinden und mit dessen Anwen-
dung Geltungsbereiche genau festzulegen.

b) Gebrauch von Junktoren

Ahnliche Schwierigkeiten wie aus dem unterschiedlichen Gebrauch von Quantoren in Fach- und Alltagssprache,
kénnen den Schiilern auch aus entsprechenden Differenzen beim Gebrauch von Junktoren erwachsen. Es wurde
im Abschnitt Fachworter und fachliche Symbole gezeigt, dass die Verwendung der wichtigsten additiven Kon-
junktion und in der Alltagssprache nur dann einigermafen der logischen Verwendung entspricht, wenn vollstan-
dige Satze mit ihr verbunden werden. Im Fall der wichtigsten disjunktiven Konjunktion oder ist zunéchst zu
unterscheiden zwischen dem ausschliefenden (verstarkt entweder ... oder bzw. bei Verneinung weder ... noch)
und dem nicht ausschlieBenden Gebrauch, der der logischen Verkntpfung der Disjunktion entspricht. Oder kann
auch aus der Koordinierung zweier mit und verbundenen Séatze entstehen. Die Konjunktionen und bzw. oder
kdnnen austauschbar sein, insbesondere wenn sie an verschiedenen Stellen des Satzes auftreten. Auch die kom-
plexen Probleme der Negation wurden eingehend erortert.

Schilern sollte der Bedeutungsunterschied der nachfolgenden drei Satze klar sein: Wenn ein Dreieck rechtwink-
lig ist, dann gilt fiir seine Seitenlingen der Pythagordische Lehrsatz. — Nur wenn ein Dreieck rechtwinklig ist,
gilt fiir seine Seitenlingen der Pythagordische Lehrsatz. — Dann und nur dann, wenn ein Dreieck rechtwinklig
ist, gilt fiir seine Seitenlingen der Pythagordische Lehrsatz. Man hat zwei Aussagen o = Das Dreieck ist recht-
winklig und B = Es gilt der Pythagordische Lehrsatz. Die genannten drei Sétze haben die logische unterschiedli-
che Gestalt: o = B, p = o und oo < B. Da man in der Alltagssprache solche Unterschiede jedoch oft nicht
wahrnimmt, mussen die Schiiler erst fiir sie sensibel gemacht werden.

Vor allem gilt es, der in der Alltagssprache (iblichen Verwechslung der Implikation mit der Aquivalenz entge-

genzuwirken. Die Schiiller missen lernen, Satzpaare folgender Art als verschieden und daher als getrennt be-

weisbedrftig anzusehen:

— Die Verbindungsstrecken zwischen (von A und B verschiedenen) Punkten eines Halbkreises tiber einer Stre-
cke [AB] schlieflen einen Winkel von 90° ein. bzw. Alle Punkte, deren Verbindungsstrecken mit zwei Punkten
A und B einen 90°-Winkel einschlieflen, liegen auf einem Halbkreis iiber der Strecke AB.

— Eine Zahl ist durch 3 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 3 teilbar ist. bzw. Ist eine Zahl durch 3 teilbar, so

ist auch ihre Quersumme durch 3 teilbar.



102

—  Fiir rechtwinklige Dreiecke mit Kathetenlingen x und. y und Hypotenusenldinge z gilt: x* + y* = z* (Lehrsatz
des Pythagoras) bzw. Gilt in einem Dreieck mit den Seitenlingen x, y und z die Beziehung x* + y° = 2°, so ist
dieses Dreieck rechtwinklig (Umkehrung des Lehrsatzes von Pythagoras).

Wie im genannten Abschnitt besprochen, wird eben in der Alltagssprache die Implikation wenn...dann fur ge-
wohnlich als Aquivalenz gedeutet. Aus einer Behauptung wie Wenn es regnet, geht Maria ins Kino pflegt man
hier zu schlieBen, dass Maria nicht ins Kino geht, wenn die Sonne scheint. Oft wird gesagt, dass hier ein Fehl-
schluss vorliege. Korrekter aber ist es, festzuhalten, dass in der Umgangssprache eben die Fligung wenn ... dann
sowohl fiir die Implikation als auch fir die Aquivalenz stehen kann. Andererseits verleitet diese Sprachgewohn-
heit Schiler oft dazu, Fehler zu machen. Beispielsweise verleitet die Definition Das Quadrat mit der Seitenlinge
1 em hat den Flicheninhalt 1 cm® gemaR alltdglichem Sprachverstandnis zu dem Umkehrschluss Der Flichen-

inhalt 1 em? ist (nur) als Flicheninhalt eines Quadrats mit einer Seitenlinge von 1 cm darstellbar.

Wenn zu einem Satz auch der Umkehrsatz wahr ist, also in der Tat eine Aquivalenz der Aussagen vorliegt, pflegt
man dies in der mathematischen Fachsprache mit der, fur alltagssprachlich geschulte Ohren (berflissig kompli-
ziert klingenden Wendung genau dann..., wenn... oder dann und nur dann..., wenn... auszudriicken. Beispiel: Ein
Viereck ist genau dann (dann und nur dann) ein Parallelogramm, wenn sich seine Diagonalen halbieren. Die
Bedeutung einer solchen Prazisierung ist Schiilern oft schwer versténdlich.

HENNES & ScHMIDT (1982) fihrten diesbeziiglich eine Studie mit Hauptschillern der 10. Klasse durch. Die
Schiiler sollten von einer Sammlung von Briichen, deren Dezimalbruchentwicklung bereits bestimmt war, (hin-
reichende) Bedingungen dafiir nennen, dass zu einem Bruch ein abbrechender Dezimalbruch gehért. Eine typi-
sche Schillerantwort: ,,Ich habe hier Beispiele, da kann ich immer den Nenner durch 2 teilen, und dabei kommt
immer eine endliche Zahl raus.” Dazu eine ebenso typische ,,Widerlegung® durch einen anderen Schiiler: ,,Z. B.
bei 3/5; 5 ist nicht durch zwei teilbar und die Dezimalzahl auch endlich.“ Die Argumentation dieses Schiilers
lasst sich logisch folgendermalien rekonstruieren: Er interpretiert ou(a) — B(a) irrigerweise als o(a) <> p(a) d. h.
es gilt insbesondere B(a) — a(a); dann ist 3/5 ein Gegenbeispiel. Mit anderen Worten: Auch hier wird die Impli-
kation als Aquivalenz aufgefasst. Diese Art der Deutung illustrieren die Verfasser durch eine Reihe weiterer
Beispiele. SchlieRlich wurde den Schilern zu dieser Problematik ein Aufgabenbogen mit einer neunteiligen
Aufgabe zum logischen Schlielen vorgelegt, wo die Schiler fiir gegebene Sétze aus dem Alltag mit schlussfol-
gerndem Inhalt beurteilen sollten, ob sie wahr oder falsch sind. Die Erfolgsquoten unterschieden sich fiir ver-
schiedene Klassen sehr stark und lagen insgesamt zwischen 22% und 70%.

Neben Quantoren und Junktoren werden auch manche Prapositionen in Fach- und Alltagssprache unterschiedlich
verwendet. Auch aus solchen Differenzen kann Missverstehen resultieren. Nach alltdglichem Verstandnis ist
z. B. die Frage Zwischen welchen Zahlen liegt 8? nur zu beantworten mit zwischen 7 und 9 und nicht etwa mit
zwischen 3 und 21, was mathematisch ebenfalls richtig ist. Manchmal wird ein gewisses Vorwissen durch die
Art der Frage ausgedriickt. Die Frage Welche Zahlen liegen zwischen 5 und 9? impliziert das Vorwissen, dass es
mehrere Zahlen dieser Art gibt. Die Frage Welche Zahl liegt zwischen 5 und 9? Legt nahe, dass es nur eine Zahl
dieser Art gibt.

c) Begriffliche Konsistenz

Beim Formulieren mathematischer Satze und Text sollten die Schiiler (naturlich auch der Lehrer und die Me-

dien) darauf achten, dass die in ihnen verwendeten Fachausdriicke in Definitionen folgerichtig und wider-

spruchsfrei verwendet werden. Man kann dies als begriffliche Konsistenz bezeichnen und im Einzelnen so defi-

nieren:

— In einem Text werden die verwendeten (fachlichen) Bezeichnungen und Symbole stets mit gleichen Bedeu-
tungen verknipft (Vermeidung von Polysemien). Falls einer Bezeichnung oder einem Symbol aus zwingen-
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den Griinden doch unterschiedliche Bedeutungen zugewiesen werden sollen, wird die Polysemie bzw. der
Bedeutungswechsel expliziert.

— In einem Text werden gleiche Bedeutungen stets mit gleichen Bezeichnung bzw. Symbolen dargestellt
(Vermeidung von Synonymie). Falls einer Bedeutung oder einem Symbol aus zwingenden Griinden doch un-
terschiedlich bezeichnet bzw. symbolisiert werden soll, wird die Synonymie bzw. der Bezeichnungswechsel
expliziert.

— In den mathematischen Aussagen eines Texts muss jeweils das Pradikat der vereinbarten oder fachlich ubli-
chen (konventionellen) Begriffsbedeutung des Subjekts angemessen sein und umgekehrt. Beispielsweise
kann ein Mathematiker mit der Aufforderung Verdopple diese Menge! wenig anfangen. Das Wort Menge
wird in der Mathematik verwendet, um eine Auswahl von Objekten aus einem vorgegebenen Objektbereich
gemaR einem vorgegebenen Kriterium zu bezeichnen. Vielleicht ist gemeint: Gib eine Menge an, die doppelt

so viele Elemente wie diese Menge hat.

Den Forderungen nach Konsistenz und der Determinierung von Begriffen (siehe den Abschnitt Zur sprachlichen
Gestalt der Mathematik) gerecht zu werden, féllt nicht nur den Schiilern schwer. Gleichwohl sind beim Sprechen
und Schreiben tber mathematische Sachverhalte nicht nur prézise Begriffsbestimmungen wichtig und notwen-
dig, sondern auch eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen Zeichen und Bedeutung anzustreben, wobei
auf sprachdsthetische Gesichtspunkte wie Abwechslung und Lebendigkeit des Ausdrucks oft verzichtet werden
muss.

d) Unvollstandigkeit von Texten

Lehrerinstruktionen und -erklarungen sowie Texte in Unterrichtsmedien (Aufgabentexte oder Merkséatze) enthal-
ten oft nicht alles Wissen, das ihr Verfasser ibermitteln méchte oder Gbermitteln misste, um einem Missverste-
hen vorzubeugen. In den meisten Fallen handelt es sich dabei allerdings nicht um ein Versehen oder einen Feh-
ler; vielmehr hat die Unvollstandigkeit ihren Grund darin, dass der Verfasser den Schillern ein Wissen unter-
stellt, das es ihnen ermdéglicht oder gar nahe legt, die Licken selbst zu fiillen bzw. das fehlende Wissen zu er-
géanzen. Die oben abgedruckte Schulbuchseite liefert auch dafir gute Beispiele:

— GemaR der anfangs gegebenen Definition werden Winkel durch zwei Halbgeraden gebildet, die von einem
gemeinsamen Anfangspunkt S ausgehen. In den Aufgaben, welche die Schiler im unmittelbaren Anschluss
daran und auch auf den folgenden Seiten zu lésen haben, hat man es aber auch mit Winkeln zwischen zwei
sich schneidenden Geraden, zwischen einer Geraden und einer auf dieser beginnenden Halbgeraden oder
zwischen zwei Seiten eines Polygons zu tun. Die Definition sagt nichts dariiber aus, dass der Begriff Winkel
als unabhéngig zu betrachten ist von der L&nge der beiden Linien, von denen er gebildet wird und der Lage
ihres gemeinsamen Punktes. Der Autor unterstellt, dass die Schiler fahig sind, diese Informationsliicke selbst
zu schlieBen oder derartige Verallgemeinerungen selbst nachzuvollziehen.

— In der Definition von Winkel wird von zwei Halbgeraden g und h gesprochen. Noch auf der gleichen Seite
werden der Nullwinkel und der Vollwinkel in einem Bild mit nur einer Halbgeraden gezeigt, bzw. bei dem
sich die beiden zusammenfallenden Halbgeraden nicht mehr unterscheiden lassen. Dieser Sonderfall ist in der
Definition nicht erfasst, bzw. es wird unterstellt, dass die Schiller eine Halbgerade auch als zwei aufeinander
fallende Halbgeraden zu deuten vermdgen.

— Die zweite Winkeldefinition, die auf dieser Seite gegeben wird, sagt: "Manchmal nennt man auch die Punkt-
menge, die von den Halbgeraden eingeschlossen wird, einen Winkel oder genauer ein Winkelfeld." Streng
genommen wird damit der Winkel als eine offene Punktmenge beschrieben, was sicher nicht in der Absicht
des Verfassers lag. Er hétte also sagen missen, dass die beiden Halbgeraden, welche die Punktmenge ein-
schlieRen, selbst auch zum Winkel(feld) gehéren sollen. Vielleicht geht er aber davon aus, dass eine offene
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Punktmenge auferhalb des Vorstellungsvermdgens von Schiilern der 5. Jahrgangsstufe liegt, und daher von
ihnen die begrenzenden Halbgeraden selbstverstdndlich dem Winkel zugerechnet werden.

Beispiele solcher Unvollstdndigkeit von SprachduRerungen und Texten des Lehrers bzw. von Medien finden sich
in groRer Zahl. Ein Lehrer erklart seinen Schiilern die Regel "Zahlen werden mit 10, 100 oder 1000 multipliziert,
indem man an ihre Darstellung ein, zwei oder drei Nullen anh&ngt." Ein Schiiler, der sie dann in der 6. Klasse
auf die Dezimalbriiche anwendet und 3,5 - 10 = 3,50 rechnet, stellt erstaunt fest, dass er einen Fehler gemacht
haben soll. Zur Zeit der Erarbeitung und Verwendung des Merksatzes kannten eben die Schiler (“offiziell™)
noch gar keine Dezimalbriiche. So hielt es der Lehrer nicht fiir nétig, die Einschrankung auf natiirliche Zahlen in
seinem Merksatz zu explizieren. Sie verstand sich aus dem Kontext der vermuteten unterrichtlichen Situation
von selbst und ware von den Schillern wohl auch schwerlich verstanden worden.

Generell ist Unvollstandigkeit nicht selten ein Mittel, die Komplexitit von Texten zu reduzieren, indem das
"Selbstverstandliche™ nicht ausdriicklich formuliert wird. Anderseits kann sie zu Verstehensschwierigkeiten
AnlaBR geben, wenn ein Schiiler das zur Erganzung der Liicken vorausgesetzte Wissen nicht besitzt oder nicht
verwendet, und den unvollstandigen Text so auffasst, als enthielte er das komplette Wissen.

Wenn es schon Schulbuchautoren und Lehrern oft nur unvollkommen gelingt, einer berechtigten Forderung nach
Vollstandigkeit bei mathematischen Texten gerecht zu werden, darf sich wohl niemand wundern, dass Entspre-
chendes fiir die Textproduktion von Schiilern gilt, die weit weniger Uberblick tiber notwendige Einschrankungen
und Abgrenzungen sowie unverzichtbare Wissenselemente haben.

e) Préagnanz von Texten

Die fiir die Mathematik typische Verwendung sprachlicher Mittel, die es erlauben, eine recht umfangreiche In-
formation in wenigen Worten, vor allem aber in Symbolen von geringer rdumlicher Ausdehnung unterzubringen,
findet ihren Niederschlag auch in der Lehrer- und Mediensprache im Mathematikunterricht. In manchen Fallen
kann eine pragnante Darstellung sicherlich auch das Verstdndnis eines Textes erleichtern. Sie kann aber, vor
allem flr den im Umgang mit ihr wenig gelibten Schiler, auch zu einem groRen Verstehenshindernis werden. Es
muss ihnen ja in der Sprachwahrnehmung gelingen, den verdichteten Bedeutungsgehalt zu ,.entschliisseln® bzw.
»auseinanderzufalten“ (siehe auch DALES & CUEVAS 1987). In der Sprachproduktion sollten sie nach und nach
lernen, ihre Gedanken knapp und prézise darzustellen und in geeignete pragnante Sprachmittel zu verschlisseln.
Auch dies ist ungewohnt und bereitet nicht selten erhebliche Schwierigkeiten.

Es konnte vor allem die Pragnanz der mathematischen Fachsprache sein, die Schiiler oftmals zu einer Art ihres
Gebrauchs kommen lassen, die D’AMORE (1996) mit dem Terminus ,,mathematischer Jargon* umschreibt. Als
aussagekraftiges Beispiel fiir mathematischen Jargon zitiert er den ‘Beweis von Beluno’. Beluno war Student
eines italienischen Lehrerbildungskollegs und l6ste im Rahmen einer schriftlichen Priifung folgende Aufgabe:
,»Gegeben seien ein Kreis, eine Sehne BC und zwei Punkte A und E, die zum gleichen Bogen BC gehdren. Be-
weise, dass die zwei Peripheriewinkel BEC und BAC zueinander kongruent sind.“ Beluno lieferte zu folgender
Zeichnung einen ausfiihrlichen Text, in dem er zunéchst feststellte, dass die Strecken EC und AB sich im Punkt
D schneiden, die *Scheitelwinkel” BDE und ADC kongruent sind, man das Dreieck BCD betrachten und ber
seinen Seiten drei Quadrate bilden sollte: das Quadrat Q, Uiber der Seite BD, das Quadrat Q, liber der Seite CD
und Qs Uber der Seite BC. Wértlich schreibt dann Beluno:
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“Aufgrund des Lehrsatzes von Pythagoras
kann ich feststellen, dass Q, ist = zu Q, S
und Q, = Qs folglich auch Q; = Q.

Nachdem bewiesen ist, dass die Quadrate A Q.
untereinander kongruent sind, kann ich

sagen, dass die Grundlinie DB des Drei- E

ecks DEB 4hnlich ist zur Grundseite BC P D,

des Dreiecks EBC, und folglich (...) im-

mer nach dem Lehrsatz von Pythagoras, G
dass BEPG und ATSC zwei kongruente B C
Vierecke sind“ ... ,,Daher sind EB und AC Qs
ahnlich*...

Wie man erkennt, bedient sich der Student bei immer strenger werdendem Formalismus einer sehr gewahlten
mathematischen Terminologie und stellt damit verschiedenste Uberlegungen an, die mit dem verlangten Beweis
S0 gut wie nichts zu tun haben. Plétzlich erinnert er sich, tber die Winkel mit den Scheiteln E und A sprechen zu
mussen und erkldrt, ohne jeden Zusammenhang zum vorausgehenden, dass der in der Aufgabe formulierte Satz
wahr sei.

Dieser ‘Beweis’ zeigt zwei Auffélligkeiten:

— ,Die verwendete Sprache in ihrem semantischen und syntaktischen Charakter: der Gebrauch von Bezeich-
nungen, von bekannten Lehrsatzen und eines spezifischen Symbolismus. Sie bedient sich wohlvertrauter Be-
zeichnungen aus der mathematischen Fachterminologie, die aber aus logischer Sicht véllig beziehungslos ne-
beneinander stehen oder in nur lokal korrekten, logisch unverbundenen Sétzen enthalten sind.

— Die angenommene Haltung bzw. das eingenommene Verhalten, das offensichtlich unkritisch ist und viel-
leicht eine vom Lehrer unbewusst, implizit Gibermittelte Botschaft befolgt. Jedenfalls bemiihte sich der Stu-
dent, so zu argumentieren, als ob es sich um einen Beweis handeln wirde; er nahm sich dabei offenbar den
Lehrer als Vorbild und versuchte, sich seinem Reden und Verhalten anzupassen, ohne dazu wirklich fahig zu
sein“ (S. 83).

Es ist dieser Wirkungszusammenhang zwischen einem bestimmten Gebrauch der Sprache und handlungsleiten-

den Einstellungen, den D’ AMORE ,,mathematischen Jargon“ nennt. ,,Im Grunde geschieht hier dasselbe, als wenn

jemand vorgeben wiirde, eine fremde Sprache sprechen zu kénnen, obgleich er nur wenige Worter kennt (und
auch diese nicht in ihrer vollen Bedeutung), und zum Beweis die Aussprache sowie typische Verhaltensmuster
von native speakers nachahmt* (S. 83). Beluno zitiert den Lehrsatz des Pythagoras, er verwendet die Bezeich-
nungen ,,Wechselwinkel“ und ,,ahnlich®, allerdings vollkommen bedeutungsleer. Er verwendet Symbole wie = in
undefinierbarer Bedeutung, er stellt wider jegliche Vernunft fest, dass zwei sehr verschiedene Quadrate kon-
gruent sind. ,,Man kann sagen, die ‘Ingredienzien’ der Terminologie sind zwar vorhanden und ebenso das Ver-
halten. Was fehlt, ist der Sinn* (S. 84).

Der mathematische Jargon tritt vor allem dann in Erscheinung, wenn Schiiler veranlasst sind, Texte spontan zu
formulieren und sich dabei in einigen fachlichen Schwierigkeiten befinden. Das zeigen folgende Beispiele von
Losungsprotokollen zu folgender (unlésbaren) Aufgabe: ,,Giovanna und Paola gehen einkaufen. Giovanna gibt
10 000 Lire aus und Paola 20 000. Wer von den beiden hat schlieBlich mehr Geld in der Geldbérse, Giovanna
oder Paola?*
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— Die 9jahrige Grundschulerin Stefania schreibt:
In Giovannas Bérse bleibt mehr Geld. 30 10 = 20 10x 10 =100
— Die 12-jahrige Silvia aus der Scuola media notiert:
Meiner Meinung nach hat Giovanna mehr Geld in ihre Geldborse bekommen [Giovanna durchgestrichen und
durch Paola ersetzt], denn Giovanna gibt 10 000 aus, wihrend Paola 20 000 ausgibt.
10 000 20 000 20 000 — 10 000=10000 (Giovannas Geld)
Giovanna Paola 10000 + 10000= 20000 (Paolas Geld)
— Die 13jahrige Monica schlielich meint:
Zum Schlufs hat Giovanna mehr Geld in der Geldbdrse. Nach meiner Meinung gibt Giovanna weniger Geld
aus, weil Paola 10 000 Lire mehr ausgibt.
Aber ich kann es von mir aus nicht genau beantworten, weil nicht angegeben ist, wieviel Geld in der Borse
bleibt.

Wie man sieht, kann nicht einmal die Einsicht in die Unldsbarkeit der Aufgabe Monica davon abhalten, einen
rechnerischen Formalismus abzuarbeiten (20 000 — 10 000 = 10 000), zu dem eine Textaufgabe zu verpflichten
scheint.

Die Pragnanz mathematischer Texte wird vor allem durch den Gebrauch algebraischer Symbole verscharft. Sie
stellen fur die Schuler einen besonderen Problembereich dar.

MACGREGOR (1992) untersuchte, welche Bedeutungsvorstellungen Schiiler aus 18 Klassen der Sekundarstufe
mit einfachen Gleichungssymbolen verbinden. So wurden den Schiilern zu der Aufgabe a und b sollen Zahlen
sein; a ist gleich 18 plus b vier Feststellungen zur Auswahl angeboten: a > b; b > a; man kann nicht entscheiden,
welche Zahl grifer ist; a = 28. Die korrekte Antwort fanden zwischen 64% der Schuler von 7. Jahrgangsstufen
und 76% der Schiler von achten Jahrgangsstufen (Die Schiiler der 9. und 10. Klassen lagen dazwischen). Bezlig-
lich der Aufgabe Ich habe m Dollar und du hast k Dollar; ich habe 6 Dollar mehr als du sollten die Schiler eine
der folgenden Gleichungen als passende Algebraisierung auswahlen: 6 k=m, 6 m —k, k+6=m, m+6 =4k 6 —
m = k. Hier schwankte der Anteil der korrekten Antworten zwischen 39% bei den Schiilern der 7. Klassen und
53% bei denen der 8. Klassen. Deutlich groRere Schwierigkeiten bereiteten den Schiilern Aufgaben, bei denen zu
einem Text eine Gleichung aufzustellen war. So fanden zu dem Text s ist 8 mehr als t nur 29% der Schiler der
11. Klasse und 27% der Schiler der 9. Klasse eine korrekte Gleichung. Im Fall des Textes Die Zahl y ist achtmal
so grofs wie die Zahl z? lag der Erfolg fur die Schiler der 9. Klassen bei 35% und bei denen der 11. Klassen bei
58%. Die Verfasserin kommt aufgrund dieser Daten zu dem Schluss, dass die meisten Schiller der Sekundarstufe
vornehmlich eigene, intuitive Bedeutungsvorstellungen produzieren und weniger die im Unterricht vorgestellten
Modelle (Operatoren, Waage, Sachaufgaben, Zuordnungsmaschinen) verwendet.

3.2 Erarbeitender Unterricht

Zahlreiche Projekte der Unterrichtsforschung kommen zu dem Ergebnis, dass in allen Schulstufen und Schular-

ten das Klassengesprach als Unterrichtsform dominiert. LUKESCH & KISCHKEL (1987) fassen in einem Uber-

sichtsartikel Uber empirische Arbeiten zur Verteilung der Sozialformen in der Unterrichtspraxis die wichtigsten

Befunde folgendermalRen zusammen (in Klammern das jeweilige Untersuchungsjahr:)

— 80 beobachtete Unterrichtseinheiten enthielten nahezu ohne Ausnahme nur Frontalunterricht.

— In einer systematischen Beobachtung von Unterrichtsstunden in den Klassenstufen 1, 3, 4, 5 und 6, die sich
jeweils Uber 6 Schultage erstreckte, fand man folgende Verteilung der Unterrichtszeit: 60,2% Lehrerdarbie-
tung, fragend-entwickelnder Unterricht oder kollektives Klassengespréch, 16,2% Partnerarbeit, 13% Einzel-
arbeit und 0,6% Gruppenarbeit.
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— Unter 90 Unterrichtsstunden in einer 4. Grundschulklasse gab es nicht ein einziges Beispiel von Gruppenar-
beit; weitaus dominierend war der fragend-entwickelnde Unterricht.

— 96 Unterrichtsstunden in einer 6. Klasse zu verschiedenen Féchern zeigten zu 87% Frontalunterricht, aber
nicht mehr als 4% Einzel-, Partner- oder Gruppenarbeit.

— in 13 Klassen der Stufen 5 und 6 waren durchschnittlich von jeweils 100 Unterrichtsminuten 80,6 Minuten
dem Frontalunterricht gewidmet, 3,9 Minuten der Gruppenarbeit und 9,4 Minuten der Individualarbeit.

In einer eigenen Untersuchung wollten LUKESCH & KISCHKEL (1987) die Aktualitdt dieser Befunde priifen und
herausfinden, ob etwa jingere Lehrer eher schiiler- und dialogorientierte Lehrstile bevorzugen. Sie baten 139
Studierende verschiedener Lehramter ihre Erfahrungen mit Lehrformen in der Kollegstufe des Gymnasiums in
den Fachern Deutsch, Englisch, Mathematik und Physik retrospektiv einzuschétzen. Doch schrieben auch diese
Versuchspersonen mindestens drei Viertel des von ihnen erlebten Unterrichts einem Lehrstil zu, in dem der Leh-
rer alles selbst gestaltete oder zumindest intensiv leitete. So kamen die Autoren zu der Einschatzung, dass sich
innerhalb von 15 Jahren seit einer Untersuchung von Nickel und Dunke an der sozialen Organisation des Unter-
richts kaum etwas geédndert hat. Auch neuere Lernformen wie programmierte Unterweisung bzw. Arbeit mit
Lernprogrammen, offener Unterricht und Projektarbeit, Team-Teaching, u. & wurde kaum angetroffen.

HoprF (1980) hatte 417 Gymnasiasten des Bundesgebiets und Westberlins zu ihren Erfahrungen tber Unterrichts-
formen im Fach Mathematik befragt. Auch hier zeigte sich eine erdriickende Vorherrschaft des Frontalunter-
richts, vor allem des fragend-entwickelnden Unterrichts. Dabei scheint es sich nicht nur um ein facheriibergrei-
fendes, sondern auch um ein internationales Phanomen des Unterrichts zu handeln, wie z.B. die Monographie
von MEHAN (1979) lber Unterrichtsanalyse und die Arbeit von BOUCHARD (1982) iiber die Kommunikation im
Mathematikunterricht vermuten lassen.

MAIER (1995) Uiberzeugte sich in seinem viMu-Projekt bei der Analyse zahlreicher Unterrichtsdokumente von
der Vorherrschaft des ,,gemeinsam erarbeitenden Mathematikunterrichts” auf allen Schulstufen und in allen
Schularten. Besonders bemerkenswert erscheint ihm, dass die Erarbeitung ungeachtet der spezifischen unter-
richtlichen Aufgabe als Interaktionsform gewéhlt wird. So tritt sie gleichermalRen in Situationen einer heuristi-
schen Problemldsung wie in Verbindung mit dem Aufbau von Begriffen sowie der Erarbeitung eines anderen
mathematischen Wissens auf. Sogar dort, wo die Schiler konventionelle Bezeichnungen, also festgelegte Bedeu-
tungen von Namen oder Symbolen kennenlernen bzw. rekonstruieren sollten, wird erarbeitend unterrichtet.

Eine eindrucksvolle Bestatigung fiir die Vorherrschaft des fragend-entwickelnden Unterrichts liefert auch die
Third International Mathematics and Science Study - Timss (siehe BAUMERT & LEHMANN 1997). Sie findet bei
der Untersuchung des Mathematikunterrichts landerspezifische Unterrichtsformen, die, unterschiedlichen ,,kultu-
rellen Skripten“ folgend, aus verschiedenen Abfolgen von ‘“Modulen’ komponiert werden; er spricht in diesem
Zusammenhang von ,,modalen Formen des Mathematikunterrichts®. Fir Deutschland heif3t es:

,»In Deutschland lassen sich zwei Varianten des modalen Mathematikunterrichts unterscheiden: Die Stunde
beginnt mit der Durchsicht und Besprechung der Hausarbeiten. Es folgt eine kurze Wiederholungsphase. 1.
Variante: Der neue mathematische Stoff wird im fragend-entwicklenden Unterrichtsgesprach, das auf eine
einzige Ldsung hinfiihrt, relativ kurzschrittig erarbeitet und vom Lehrer an der Tafel dokumentiert. 2. Vari-
ante: Wenn das Thema schon in der vorhergegangenen Stunde vorbereitet wurde, entwickelt ein Schiler -
unterstutzt von der Klasse und dem Lehrer - eine Aufgabe an der Tafel. Es werden in Stillarbeit &hnliche
Aufgaben zur Einlibung des Verfahrens gelost” (S. 226).

Der im Fach Mathematik so dominierende fragend-entwickelnde ging aus der sogenannten sokratischen Metho-

de hervor, bei der durch logisch aufeinander aufbauende Lehrerfragen der Schiiler seine Einsicht in ein Unter-
richtsthema schrittweise und selbstandig entwickeln und damit seine Denkkraft bilden sollte. Ihr zentrales Mittel,
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die entwickelnde Lehrerfrage, ist mit der Paddagogik der Aufklarung in Verbindung zu bringen. Ihr zufolge lasst
sich nicht nur alles lehren, was verninftig ist, sondern jeder Schiller kann es auch kraft seiner Vernunft selbst
erkennen. Der Schiler solle lernen, ‘selbstandig” und ‘kritisch’ zu denken, und nicht Wahrheiten vom Lehrer
tibernehmen, sondern sie selbst finden. Im Prinzip autonom gelange er, unter Fiihrung des Lehrers, allein zu den
gultigen Einsichten — so die optimistische Vorstellung.

Da die Vertreter des fragend-entwickelnden Verfahrens (z. B. die Padagogen G. F. Dinter und spéter F. Diester-
weg und 4. Reinstein), dieses vor allem mit einem formalen Bildungseffekt ("Denkkraft”, "Verstand™) begriinde-
ten, erschienen gerade mathematische oder vergleichbar "rationale” Inhalte am besten geeignet. A. Reinstein
zufolge besteht die Mathematik aus einem festen System von Begriffen, Urteilen und Schliissen, die verniinftig
und logisch aufgebaut sind. Die Begriffe seien durch Urteile (wahre Sétze), und die Urteile wiederum durch
logische Schliisse verbunden. Der Mathematiklehrer habe daher seine Frageketten so aufzubauen, dass der Schi-
ler, kraft seiner eigenen Vernunft, schrittweise vom bekannten Begriff Giber Urteile zum neuen Begriff gelange,
oder vom bekannten Urteil tGber logische Schliisse zum neuen Urteil. Sofern der Lehrer die ausgekligelten Re-
geln der Fragetechnik beherrsche, wird ihm hier ein idealer Mathematikunterricht versprochen, in dem der Leh-
rer nur Fragen stelle und die geistige Téatigkeit der Schiiler zwangsldufig den gewiinschten Fortschritt im Stoff
erbringe.

Im 19. Jahrhundert setzte sich das fragend-entwickelnde Lehrverfahren dann auch in der Praxis durch. Nun soll-
ten allerdings offene Problemfragen, Impulse u. &. die Eigenaktivitat der Schiler noch stérker fordern und zur
selbstdndigen Auseinandersetzung mit Unterrichtsgegenstdnden, mit Problemen etc. anregen, wahrend sie mit
Entwicklungsfragen strikt entlang eines vom Lehrer vorbestimmten ldeenganges gefiihrt wurden. (Mehr zur
Geschichte und zur Beschreibung des fragend-entwickelnden Mathematikunterrichts bei MAIER & VOIGT 1989.)

In den vergangenen Jahrzehnten beschaftigte sich eine Reihe von Forschungsarbeiten mit dem fragend-
entwickelnden Mathematikunterricht. Es zeigte sich dabei, dass er sich aus unterschiedlichen Perspektiven be-
trachten und untersuchen lasst, die alle einen relativ engen Bezug zur verbalen Kommunikation und damit zum
Problem der Unterrichtssprache haben. Die wichtigsten Befunde sollen nachfolgend vorgestellt und didaktisch
bewertet werden. Zum einen werden in der sprachlichen Interaktion zwischen dem Lehrer und den Schiilern,
aufgefasst als sozialer Prozess der Wissenskonstruktion, Strukturen entdeckt, die zu einer klassifizierenden Be-
schreibung AnlaRR geben (3.2.1). Zum anderen richtet sich die Aufmerksamkeit in verschiedener Weise auf die
fachinhaltliche Bedeutung von Sprachbeitrdgen des Lehrers und der Schiiler, also auf den Gegenstand der Wis-
senskonstruktion, was zur Grundlage einer Evaluation des Diskurses nach dem Kriterium fachlicher Lehr- und
Lernziele dient (3.2.2).

3.2.1 Strukturelle Aspekte der unterrichtlichen Interaktion

Nachdem CICOUREL u. a. (1974) die ersten Arbeiten vorgelegt hatten, nahm in Deutschland die interpretative
Unterrichtsforschung Ende der 70er Jahre ihren Ausgangspunkt von der Arbeitsgruppe um Bauersfeld. Deren
Befunde zu strukturellen Aspekten der Interaktion im alltaglichen fragend-entwickelnden Mathematikunterricht
sollen daher im Zentrum dieses Abschnitts stehen. Sie werden ergénzt durch auslandische Forschungen, die z. T
etwas anderen Analysegesichtspunkten folgen.

a) Der ,,Dreischritt* im fragend-entwickelnden Unterricht

MEHAN (1979) stellte nicht nur fest, dass der Grof3teil des Unterrichts, damit auch des Mathematikunterricht in
der sog. fragend-entwickelnder Form gestaltet wird, sondern beschrieb auch dessen interaktive Struktur préazise.
Er stellt eine Abfolge von sich wiederholenden Dreischritten dar, deren Elemente MAIER (1995) im AnschluB an
MEHAN so charakterisiert:
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(1) Am Beginn jedes Dreischritts steht eine LehrerduBerung mit Aufforderungscharakter an die Schuler, der
eine deutlich erkennbare, formale wie inhaltliche Leitfunktion zukommt. Man kann sie als Instruktion be-
zeichnen. Im einzelnen handelt es sich dabei
— um Impulse, welche jeden einzelnen Schuler direkt oder indirekt zu Aussagen uber die in Behandlung
stehenden (mathematischen) Sachverhalte auffordern (“product elicitations™);

— um Impulse, welche Schiiler direkt oder indirekt zu nichtsprachlichen, auf die zur Bearbeitung stehen-
den Sachverhalte bezogene Handlungen auffordern (“directives"); oder

— um Mitteilungen, welche alle Schuler zur Kenntnis nehmen sollen, und die spétere Impulse vorbereiten
oder einleiten ("informatives").

(2) Die anschlieBenden Sprachbeitrédge der einzelnen Schiiler sind zum gréBten Teil Antworten oder Reaktio-
nen auf die Instruktion des Lehrers. Nur sehr selten stellen Schiiler von sich aus Fragen oder bestimmen gar
durch eine spontane Sprach&ullerung den Fortgang der gemeinsamen Erarbeitung.

(3) SchlieBlich gibt es Sprechbeitrage der Lehrperson, die ihrerseits vorwiegend als Reaktionen auf Schilerdu-
Rerungen zu verstehen sind, und die als Kommentare bezeichnet werden kénnen. Mdgliche Kommentar-
formen sind:

— Bewertende Aussagen des Lobs, der Zustimmung, der Korrektur, der Kritik oder der Zuriickweisung;
diese sind inhaltlich zumeist unmittelbar auf AuRerungen einzelner Schiiler bezogen oder

— Sachaussagen mit dem Charakter der Zusammenfassung, der Préazisierung, der Ergdnzung oder der Er-
weiterung, zumeist bezogen auf alle der zu einer Instruktion oder Instruktionsfolge gehdérenden Schi-
lerbeitrége.

Gelegentlich fehlt der Kommentar und der Lehrer l&sst nach den Antworten der Schiler sogleich eine neue In-
struktion folgen. In manchen Fallen sind Kommentare schwer von Mitteilungen im oben genannten Sinn abzu-
grenzen; die Ubergéinge scheinen flieBend. Es gibt Mitteilungen bzw. Sachaussagen des Lehrers, die jeweils als
unmittelbare Reaktion auf Schilerbeitrage zu verstehen sind und doch zugleich den Charakter von weiterfiihren-
den Mitteilungen bzw. Impulsen haben. Zumeist zerfallen aber solche l&ngeren, zusammenh&ngenden Sprechbei-
trage doch deutlich in einen Kommentarteil und einen nachfolgenden Teil mit Aufforderungscharakter, der dann
die Instruktion fur den folgenden Dreischritt darstellt.

b) Das,,Trichter-Muster* im fragend-entwickelnden Unterricht

Im gemeinsam erarbeitenden bzw. fragend-entwickelnden Mathematikunterricht kommt es haufig dazu, dass der
Lehrer gemeinsam mit den Schilern der Klasse die Lésung einer mathematischen Aufgabe oder eines mathema-
tischen Problems erarbeiten mochte. Er prasentiert damit eine relativ komplexe Anforderung an das Leistungs-
vermdgen der Schiler, der diese oftmals nicht oder nicht in erwiinschter Weise entsprechen kénnen. Was dann
héufig geschieht, exemplifiziert BAUERSFELD (1978) anhand des folgenden Beispiels aus einer 4. Grundschul-
klasse.

Es wurde eine Textaufgabe gestellt, in der die Wassermenge zu berechnen ist, die eine Heilquelle mit einer Aus-
schiittung von 200 hl pro Stunde a) taglich, b) monatlich und c) jéhrlich liefert. Nachdem sich niemand aus der
Klasse zur Losung anbot, entspann sich folgender Diskurs mit einer Schilerin (S. 159 f):
Lehrerin: ... da ist kein bestimmter Monat angegeben, dann nimmt man 30 Tage und
rechnet mit den 30 Tagen, und in a) ist ja die Wassermenge von einem Tag
schon angegeben. Und wieviel ist dann das fir einen Monat?
Schilerin:  (schweigt)
Lehrerin: Na, du weilt, ein Monat hat 30 Tage...
Schiilerin:  (bejahend) Hm...
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Lehrerin: ... und nun?
Schilerin:  (schweigt)
Lehrerin: Eine Stunde, du brauchst ja jetzt noch gar nicht zu sagen, wie viel ein Tag

hat, das musst du ja erst ausrechnen, also ein Tag hat x Hektoliter, nicht...
Schilerin:  (schweigt)
Lehrerin: Na, wie viel haben wir gesagt fur einen Monat?
Schilerin: 30 Tage
Lehrerin: Also x Hektoliter mal 30. Das wéren dann die Hektoliter fiir einen Monat.

Die zugrunde liegende Interaktionsstruktur, die BAUERSFELD ,, Trichter-Muster” nennt, beschreibt er verallge-

meinernd auf folgende Weise (siehe 1978, S. 162 und 1988, S. 36):

(1) Der Lehrer stoft auf eine Schwierigkeit bei einem Schiiler, der z. B. einen Fehler macht, einen Schluss
nicht zieht, eine mathematische Operation nicht erkennt, kurz eine ihm gestellte Aufgabe nicht I6sen kann.

(2) Der Lehrer beginnt mit einer kurzen Frage, um den Schiller zu einer Antwort bzw. zur Selbstkorrektur
anzuregen, erhalt aber erneut keine oder eine unbefriedigende Reaktion.

(3) Der Lehrer setzt sein Bemuhen um eine seinen Erwartungen angemessene Antwort des Schilers fort. Er
geht weiter zurlick, um fiir den Denkschritt notwendige Voraussetzungen zu sammeln und zu kléren, z. B.
indem er Elemente der erwarteten Antwort erfragt.

(4) Fortgesetztem Ausbleiben der erwarteten Antwort von Seiten des Schiilers begegnet der Lehrer, indem er

sich mit préziseren, d. h. engeren Fragen zunehmend auf Anstole fur ,,angemessene” Antworten konzent-
riert. Dadurch reduziert er schrittweise die Erwartung an die Fahigkeit des Schilers zur Selbstkorrektur,
und zwar in einer Weise, die mit seinen eigenen Absichten in Widerspruch steht.
Der Schiler realisiert zum einen die zwar vereinfachte aber um so striktere Forderung, zum anderen die
wachsende Spannung. Wenn seine eigenen Konstruktionsbemiihungen sich nicht mit den verengenden Zie-
len des Lehrers treffen, schwinden die Chancen fir eine erfolgreiche Beendigung der Interaktion. Die
Spannung nimmt auf Lehrer- wie auf Schilerseite zu.

(5) Wenn die Zuspitzung bei der einfachsten prazisen Wiederholung oder Komplettierung durch den Schiler
ankommt, ist der Kulminationspunkt erreicht. Nun genligt ein erwartetes Wort von Schiilerseite, damit der
Lehrer die gesamte Losung selbst prasentiert. In jedem Fall endet das Muster mit der Prasentation der L6-
sung, unabhéngig davon, durch wen dies geschieht.

Das beschriebene Muster kann zwar auch an irgendeiner Stelle abbrechen, aber dies wird mit jeder der beschrie-
benen Stufen unwahrscheinlicher.

Der Trichter-Effekt wird natiirlich von den an der Interaktion Beteiligten nicht absichtlich erzeugt. Er entsteht
dadurch, dass die Lehrerin auf ihre relativ komplexe oder offene Aufgabe bzw. Frage eine ganz bestimmte Ant-
wort erwartet. Weil sie ihr bedeutsam flir den gewiinschten Lerneffekt bei den Schilern erscheint, hélt sie an
dieser Erwartung auch dann fest, wenn diese nicht oder nicht in der gewiinschten Weise antworten. Sie teilt
daher die Aufgabe in Teilaufgaben bzw. die Frage in Teilfragen, was die Erflllung der Antworterwartung er-
leichtern soll. Bleibt auch dieser Versuch erfolglos, setzt sie die Strategie der Teilung fort, mit dem Ergebnis,
dass sich fur die Schuler der Handlungsspielraum immer mehr verengt. BAUERSFELD spricht von ,,Handlungs-
verengung durch Antworterwartung® (1978, S. 162). Dabei sieht er das Mathematikspezifische an diesem Muster
nicht in der Struktur selbst, ,,sondern in den zahlreichen méglichen Anléssen, die mathematische Inhalte und ihre
unterrichtlichen Kodierungen zur Einleitung des Musters bieten* (ebd., S. 163).

Wie ist dieses Muster didaktisch zu beurteilen? Wéhrend es aus der Sicht der Lehrerin als intensives Bemihen
um aktive Beteiligung von Schiilern an der Gedankenentwicklung und als helfende Zuwendung empfunden wird,
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kann es aus der Schiilersicht zunehmende Sinnentleerung und Verlust des gedanklichen Zusammenhangs bedeu-
ten. Der Schiiler vermag zwar eventuell auf Grund rudimentdrer Kenntnisse eine Teilfrage zu beantworten, weif3
aber vielleicht weder, warum er diese Antwort gibt, noch welche Bedeutung ihr fir die Beantwortung der ur-
spriinglich gestellten Frage bzw. die Lésung der urspriinglich gegebenen Aufgabe zukommt. Es mag allerdings
weniger leistungsstarken Schiilern als Uberlebensstrategie erscheinen, sich auf das Muster einzulassen. Dabei
droht ihnen aber mit dem Sinnverstandnis fur die gerade behandelte Aufgabe oder Problemstellung auch das
Sinnverstandnis flir mathematisches Tun iberhaupt verloren zu gehen.

Auch KANE (1992) kommt zu einer sehr negativen didaktischen Beurteilung des Trichter-Musters. Er exemplifi-
ziert es selbst an einem Unterrichtsausschnitt, bei dem es schlicht um das Lésen der Aufgabe 9 + 7 = ... geht. Der
aufgerufene Schiler sei zwar auRerlich aktiv.

,However, close examination of the students’ activity reveals that his role in the discourse consists of noth-
ing more than adding one to the sum the teacher has provided. In order to participate in the exchange, the
student did not need to understand or let alone even use a thinking strategy to give correct responses to the
teacher’s funnelling questions. All that was necessary was for him to fill in the missing number to complete
the teacher’s sentence. The teacher, on the other hand, was the one who was actually engaged in the cogni-
tive activity of using thinking strategies as she created a series of related number sentences to generate the
answer to 9 plus 7.“ - ,,The nature of the communication and the form of discourse described is one in
which students’ thinking during the interaction is focused on trying to figure out what response the teacher
intends rather than thinking mathematically. Further, interpretation suggests that students, in fact, interpret
the teacher’s directives as procedures they are expected to follow and thus develop a stance toward learning
mathematics in which the goal is to follow predetermined procedures provided by the teacher” (S. 6).

¢) Interaktionsmuster und Routinen

Einer interaktionistischen Sichtweise folgend fasst VoIGT (1984) den fragend-entwickelnden Unterricht als einen
Prozess auf, in dem Lehrer und Schiiler gemeinsam fachliches Wissen konstituieren. Aus dieser Perspektive
mdchte er untersuchen, ,,auf welche Weisen das Lehren und Lernen mathematischer Inhalte situativ ausgeform-
ten RegelmalRigkeiten folgt. Die Aufdeckung solcher RegelméRigkeiten, die Klarung ihrer Funktion im alltagli-
chen Unterrichtsprozess und die Andeutung ihrer Folgen fiir das Lernverhalten der Schiler sollen gestatten, ...
Merkmale der Interaktion im Mathematikunterricht zu explizieren“ (S. 1). Soziale Strukturierungen von Mikro-
prozessen der unterrichtlichen Interaktion sollen ,,in Beziehung gesetzt werden zu der gemeinsamen Themen-
entwicklung im Unterricht und zu der Entwicklung inhaltlicher Vorstellungen von Lehrer und Schiler” (S. 2).

Auf der Basis der Annahme, dass sprachliche AuRerungen prinzipiell als mehrdeutig aufzufassen sind, gleich-
wohl aber Bedeutungen intersubjektiv geteilt werden, und dass im Unterricht die Gesprachssituation von den
einzelnen Teilnehmern subjektiv definiert wird, entwickelt er dann ein theoretisch-analytisches Beschreibungs-
system, das gestatten soll, ,,Regelhaftigkeiten in kurzen Sequenzen alltaglichen (Mathematik-) Unterrichts darzu-
stellen* (S. 46). Dieses wird unter den zentralen Kategorien Interaktionsmuster und Routine entwickelt.

Interaktionsmuster definiert VVOIGT als ,,Strukturen der Interaktion zweier oder mehrerer Subjekte, die bestimm-
te Merkmale aufweisen. Sie beschreiben soziale Prozesse der gemeinsamen Wissenskonstruktion, in welche die
beteiligten Individuen ihre personlichen Situationsdefinitionen, ihre privaten Ordnungsvorstellungen und subjek-
tiven inhaltlichen Vorverstdndnisse einbringen. Letztere — Erfahrungsmuster genannt — treten in eine gewisse
Spannung zueinander, die im Verlauf der Interaktion bis zu einem gewissen Grad abgebaut werden muss. ,,Ein
von aufien betrachtet musterartiger und reibungsloser Unterricht setzt damit eine gewisse Passung der situations-
spezifisch aktualisierten Erfahrungsmuster der Schiler und des Lehrers voraus* (S. 61). Kurzfristig bestehende
Passung ist im sog. working consensus gegeben. ,,Insgesamt lasst sich daher ein Interaktionsmuster vorstellen als
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ein Netzwerk von Handlungen und impliziten Zugzwangen fiir nachfolgende Handlungen, wobei die Zugzwénge
auf dem Hintergrund derjenigen Erfahrungsmuster handlungsentscheidend wirken, deren Verhaltnis in Form des
working consensus ein abgestimmtes, musterartiges Handeln der Beteiligten erlaubt.” (S. 62)

Es gilt nun, in der unterrichtlichen Interaktion die Spannung zwischen Zugzwang und Spontaneitat wie zwischen
Erfahrungsmustern und working consensus dauerhaft so weit zu (iberbriicken, dass Interaktionsmuster ‘funktio-
nieren’, d. h. ihrer Funktion fur das Lernen der Schiler gerecht werden. Das kann nur mit Hilfe eines Prinzips
gelingen, das VoIGT Routine nennt. Interaktionsmuster werden durch die schulischen Alltagsroutinen des Wahr-
nehmens, Erwartens und Handelns Schritt fiir Schritt interaktiv realisiert. ,,Die Routine tritt im Kontext auf und
setzt ihn. Das Interaktionsmuster erscheint so aus der Beobachterperspektive als ein Netzwerk von Routinedeu-
tungen, -erwartungen und -handlungen der beteiligten Subjekte. Das Interaktionsmuster als ganzes bleibt eine in
der Analyse konstituierte Struktur” (S. 68). Die Angemessenheit der vom jeweiligen Erfahrungsmuster ‘nahe-
gelegten’ Routine wird also vom Handelnden nicht hinterfragt und ist daher fur ihn auch in der Regel nicht
durchsichtig. Der Mathematikunterricht bildet, vor allem in seiner fragend-entwickelnden Form viel Anlass zur
Ausbildung von Routinen. Sie kénnen eingelibt werden oder sich verdeckt bilden.

Mit Hilfe eines elaborierten Verfahrens der Interpretation bzw. Analyse von Transkripten alltdglichen Mathema-
tikunterrichts findet VoIGT, unter Anwendung der vorgangig entwickelnden Begriffskategorien, in den analysier-
ten Unterrichtseinheiten eine Reihe von realisierten Interaktionsmustern sowie auf Lehrer- und Schilerseite
wirksame Routinen. Er arbeitet hdufig auftretende Interaktionsmuster heraus und ordnet ihnen ganz Typen von
wirksamen Routinen zu.

Das Erarbeitungsprozessmuster ist durch einen dreiphasigen Prozess charakterisiert, der folgende Merkmale

aufweist (S. 128 f):

— Inder ersten Phase stellt der Lehrer eine Aufgabe, welche die Schiler nicht eindeutig zu beantworten wissen.
Anderen als formal-logischen Prinzipien folgend bieten sie Ldsungsansétze an, die der Lehrer direkt oder in-
direkt als richtig, falsch, hilfreich usw. bewertet. Auf diese Weise wird ein vorlaufiges Aufgabenverstandnis
hergestellt.

— In der zweiten Phase wird von den Beteiligten ein offiziell geltendes Ergebnis gemeinsam produziert, indem
ein vom Lehrer bestimmter Ansatz entwickelnd verfolgt wird.

— In der dritten Phase werden die Aufgabe, die Ldsung oder der Ldsungsweg selbst zum Gegenstand eines
interpretierenden Gespréchs gesetzt.

Handlungsroutinen, die sich in Verbindung mit diesem Interaktionsmuster rekonstruieren lassen, sind die fol-
genden: In der ersten Phase stellt der Lehrer eine offene Frage, auf die von vorne herein von Seiten der Schiler
keinerlei relevante und differenzierte Antworten zu erwarten sind. Die Frage ist als ein improvisierter und vor-
laufiger Versuch zu interpretieren, weshalb VoIGT die zugrunde liegende Routine provisional try nennt. Die
folgenden Schiilerantworten werden zunehmend beliebiger, willkirlicher und sinnloser. Sie folgen einer Hand-
lungsroutine, die Versuch-Irrtum-Verfahren genannt wird.

Wie beliebig die Antwort fur Schiiler sein kann, zeigt sich auch daran, dass sie ihrer Antwort oftmals eine zweite
oder weitere (evtl. ganz andersartige) nachschieben. Dies ,l&sst auf die Handlungsroutine der taktischen Ver-
wendung von Woértern und Wendungen schlielen, die der Lehrer als signifikant andeutet. Weil sich der Schiiler
jedoch der Bedeutung der gebrauchten Worter nicht sicher ist, geschieht diese Verwendung zugleich tentativ
erprobend” (S. 146). VOIGT spricht im Zusammenhang mit dieser Schiilerroutine von einer ,taktisch-tentativen
Verwendung des Lehrercodes”. Der Schuler gebraucht die Worter eigentlich nicht, um etwas zu bezeichnen,
sondern um den Eindruck zu erwecken, er habe das Bezeichnete verstanden. Er ist erfolgreich, wenn entspre-
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chend auch der Lehrer diese Worter als Erkennungszeichen fiir ein dahinter vermutetes Verstdndnis nimmt. Als
Taktik wird diese Handlungsweise nur sichtbar, wenn sie erfolglos bleibt. *°

Eine weitere Schillerroutine, die ebenfalls vor allem in der ersten Phase des Erarbeitungsprozessmusters auftritt,
besteht in der Regel, eine Lésung nur durch Angabe von relevant erachteten Zahlen und der verwendeten Opera-
tion anzubieten. Es besteht Bedeutungsunsicherheit, weil keine Sinnzusammenhdnge konstruiert werden, son-
dern der Téatigkeitsbezug und die Quantifizierung im Vordergrund stehen. ,,Mdglicherweise ist gerade dadurch
die Handlungsroutine im Sinne der Reduktion von Komplexitét erfolgreich: Sie belastet den Schiiler nicht mit
einer tieferen Einsicht in die Problemstellung (...) bzw. den Lehrer nicht mit einer sorgfaltigen Explikation des
Problemzusammenhangs (...) und lasst andererseits doch zu, dass der Lehrer in der dritten Phase einen Sinnzu-
sammenhang Uber die Zahlenangaben und Rechenschritte konstruiert” (S. 147). Diese Routine nennt VOIGT
Sprachreduktion, weil die im Lehrer-Schiiler-Dialog vorhandenen Sprachmdglichkeiten nicht ausgeschopft wer-
den.

Die Lehrerroutine der Haufung suggestiver Hinweise tritt nicht nur in der ersten, sondern auch in der dritten
Phase des Erarbeitungsprozessmusters auf und erweckt hier den Anschein einer ,,inszenierten Dialektik®. Der
Lehrer stellt suggestiv eine Frage, die eine Verneinung provoziert. Er fordert dann den Schiler wiederum sug-
gestiv auf, den in der Antwort bisher nicht genligend entwickelten Aspekt hervorzuheben, und der Schiiler ant-
wortet entsprechend. ,,In seiner Rephrasierung bietet der Lehrer die ‘Synthese’, die verbindliche Aussage (...).
Die AuRerungsfolge erscheint als ‘inszeniert’, da der Lehrer die méglichen Antworten eindeutig vorstrukturiert.
Sie verlauft scheinbar dialektisch, da nicht die Logik der Sache, sondern die Logik der Interaktion mit ihren
jeweiligen Zugzwangen maRgeblich wirkt. Das szenische Mitvollziehen der AuRerungsfolge ersetzt hier mogli-
cherweise flir einige Schiler die individuelle Auseinandersetzung mit dem empirischen Gesetz der grof3en Zahl*
(S. 151).

Ein anderes vom ihm rekonstruiertes Interaktionsmuster nennt VVOIGT ,,Muster der inszenierten Alltaglichkeit”
oder kurz ,,Inszenierungsmuster®; es lasst sich auf folgende Weise beschreiben (S. 177 f): In der ersten Phase
knupft der Lehrer an auRerschulische Alltagsvorstellungen der Schiler an. Er stellt eine entsprechende Aufgabe,
die insofern mehrdeutig ist, als den Schiilern die mathematisch relevanten Grundlagen fehlen, um sicher die vom
Lehrer gewiinschte Antwort geben zu kdnnen. In der zweiten Phase antwortet ein Schiler konsistent auf der
Grundlage seiner subjektiven Erfahrungen im aufierschulischen Alltag, allerdings nicht in dem vom Lehrer ge-
winschten Sinne. Dies fiihrt dazu, dass der Lehrer in der dritten Phase die auf3erschulischen Alltagsvorstellungen
des Schulers abwehrt: Der Lehrer &ndert den Aufgabenkontext so, dass der alltagsweltliche Sinnzusammenhang
zwar duRerlich erhalten bleibt, aber um zur Lésung zu gelangen, verlassen werden muss. Meistens kommt es
daraufhin zu einer vierten Phase, in der dann der Schiler Einverstandnis mit der Situationsdefinition des Lehrers
signalisiert.

Wie beim Prozess-Verarbeitungs-Muster wendet der Lehrer bei diesem Interaktionsmuster zu Beginn mit einer
offenen Aufgabe die Routine des provisional try an. Sie tritt generell haufig in Einfiihrungsphasen des fragend-
entwickelnden Mathematikunterrichts auf. ,, Typisch fir sie sind die Fragen des Lehrers: ,Was fallt euch auf?*
oder ,,Welche Frage kénnte man hier haben?*. Einen Sonderfall stellt die Routine der Doppel- oder Mehrfach-
frage dar. In der zweiten Phase des Inszenierungmusters versuchen die Schiler, der Lehrerfrage mit der Routine
der ,,Versuch-Irrtum-Verfahren* gerecht zu werden.

Eine weitere, fur die dritte Phase des Inszenierungsmusters typische Lehrerroutine dient der Bewaltigung einer
*Stérung’, die im Inszenierungsmuster auftritt. ,,Ein Schiler antwortet deutlich von der Lehrererwartung abwei-

18 Dies erinnert an die Beschreibung des mathematischen Jargons bei D’ AMORE (1996).
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chend, und die Antwort ist nicht mit Rekurs auf geteilt geltende Wissensbestande von der Hand zu weisen. Der
Lehrer andert nun situationsspezifisch die Bedingungen der Aufgabe, um die Antwort auszugrenzen. Diese Rou-
tine der Anderung der Aufgabenbedingungen lasst sich verallgemeinern. Sie kann aufgefasst werden als Sonder-
fall der Lehrerroutine, mit Hilfe von Plausibilitatsappellen unwillkommene Schilervorschldge abzuwehren® (S.
196 f). Sofern sich an das Inszenierungsmuster noch eine vierte Phase anschlief3t, wird dort eine Schilerroutine
wirksam, die den in Phase 3 entstandenen Konflikt 16st und die Schiler beféhigt, in die Situationsdefinition des
Lehrers einzuwilligen und andererseits gleichzeitig an eigenen Uberzeugungen festzuhalten. Es ist ,,die subjekti-
ve Kennzeichnung der Mathematik als etwas Willkurliches, Wunderliches oder sogar Sinnloses” (S. 201).

d) Geschlechtsspezifische Beteiligung an der unterrichtlichen Interaktion

GooD & SLAVINGS (1988) konzentrieren sich in ihrer Untersuchung zu unterschiedlichem Handeln von Schiilern
und Schulerinnen in der unterrichtlichen Interaktion auf deren Frageverhalten. Sie gehen davon aus, dass fragen-
de Schuler mit hoherer Wahrscheinlichkeit aufmerksam sind und versuchen, Informationen aufzunehmen, oder
wenigstens den Anschein erwecken wollen, aktiv am Unterricht teilzunehmen. AuBerdem kénnen Schiilerfragen
die Fahigkeit oder Unfahigkeit zu klarem und selbstdndigem Denken anzeigen.

Nach Meinung der Autoren gibt es in der Literatur deutliche Hinweise darauf, dass Buben und Mé&dchen in ver-
schiedener Weise Gelegenheit erhalten, am Unterrichtsgesprach teilzunehmen. Es sei aber unklar, in welchem
MaRe dieser Unterschied auf die Faktoren Schiller, Lehrer, Klassenstufe oder Unterrichtsfach zurlickgefihrt
werden konnen. Leinhardt & Seewald & Engel, die muttersprachlichen und mathematischen Unterricht der Se-
kundarstufe miteinander verglichen hatten, beobachteten, dass sich die sachbezogenen Kontakte zwischen Lehrer
und Schulern in beiden Fachern voneinander unterscheiden, und zwar suchen die Lehrer im Mathematikunter-
richt mehr Kontakt zu Buben und widmen ihnen mehr Zeit als den Médchen. Fennema u. a. kamen in ihrer Un-
tersuchung zu einem ahnlichen Ergebnis. Sie fanden auch heraus, dass Buben mehr Kontakt zum Lehrer suchten
als Madchen. Morse und Handly, die 155 Oberstufenschiler im naturwissenschaftlichen Unterricht beobachtet
hatten, fanden, dass in der 7. Jahrgangsstufe 41% der Lehrer-Schiiler-Interaktion von Méadchen initiiert war, in
der 8. Jahrgangsstufe jedoch nur noch 30%. Umgekehrt wuchs die Initiative der Buben innerhalb von zwei Jah-
ren von 50% auf 70% an. Die Lehrer interagierten deutlich mehr mit Jungen als mit Mé&dchen und fragten sie
héufiger. Allerdings stehen allen diesen Befunden auch andere Untersuchungen gegeniber, die keine nennens-
werten Unterschiede bezlglich der Verteilung von Lehrer-Schiiler-Interaktionen auf die Geschlechter erkennen
lieBen. So konnte etwa Becker in den von Schilern initiierten Kontakten mit dem Lehrer im Rahmen von 10
Geometriestunden der Sekundarstufe keinen signifikanten Geschlechtsunterschied finden. Allerdings berichtet
Becker auch, dass Buben mehr Gelegenheiten hatten zu antworten als Méadchen, weil sie von den Lehrern h&ufi-
ger aufgerufen wurden. AuBerdem richteten sich Fragen an Buben mehr auf die Erklarung von Prozessen als auf
die Feststellung von Fakten.

GooD & SLAVINGS wollten dem Problem von Geschlechtsunterschieden im Frageverhalten selbst in etwas diffe-
renzierterer Weise nachgehen. Sie bildeten zehn Fragekategorien (Erklarungsfragen, Informationsfragen, Kla-
rungsfragen, Bestatigungsfragen, prozedurale Fragen, nicht aufgabenbezogene Neugierfragen, Ablenkungsfra-
gen, aufgabenbezogene Aufmerksamkeitsfragen, nicht aufgabenbezogene Aufmerksamkeitsfragen und sonstige
Fragen) und ermittelten die Verteilung dieser Fragen auf Jungen und Mé&dchen in drei Grundschulklassen und
zwei Klassen der Sekundarstufe. Dabei zeigten sich insgesamt nur sehr wenige signifikante Unterschiede, und
diese betrafen folgende Punkte: Buben stellten im Fach Mathematik mehr Fragen als im muttersprachlichen
Unterricht, und zwar vor allem Erklarungsfragen. Jedoch unterschieden sich auch hier die Ergebnisse von Klas-
senstufe zu Klassenstufe. Madchen stellten in Mathematik mehr Erklarungsfragen und mehr aufgabenbezogene
Aufmerksamkeitsfragen als im muttersprachlichen Unterricht, obwohl sie im letzteren aktiver waren als die
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Jungen, wahrend sie sich im Fach Mathematik eher stérker zuriickhielten als diese. Im Fach Mathematik fragten
die Buben deutlich mehr, und der Unterschied erwies sich fur folgende Fragearten als signifikant: Erklarungsfra-
gen, Klarungsfragen, Bestatigungsfragen und prozedurale Fragen. Am ausgepréagtesten war der Unterschied in
den unteren Klassenstufen.

JUNGWIRTH (1989 und 1991) analysiert den fragend-entwickelnden Unterricht nach dem Gesichtspunkt, wie weit
sich unterschiedliche Formen der Beteiligung an der Interaktion auffinden lassen, die auf Unterschiede im Ge-
schlecht der Lehrperson und der Schiiler zuriickgefiihrt werden kénnen. Auf der Basis der von ihr analysierten
Unterrichtseinheiten in koedukativ gefiihrten Klassen kommt sie zu dem Ergebnis, dass das Geschlecht der Leh-
renden den Interaktionen keine spezifische Wendung gibt. Unterschiede zeigen sich jedoch in Abhé&ngigkeit vom
Geschlecht der Schiiler. Zum einen zeigen Méadchen andere Formen der Beteiligung an der unterrichtlichen In-
teraktion als Buben, zum anderen lassen sich auf Seiten der Lehrenden Praktiken auffinden, die sie nur in (be-
stimmten) Interaktionen mit Madchen bzw. in solchen mit Buben verwenden. Im Einzelnen lassen sich die wich-
tigsten Ergebnisse kurz so zusammenfassen:

— Kommt es zu einer SchilerduBerung, die quer zu den Erwartungen der Lehrperson liegt, so sieht sich diese
veranlasst, die SchiilerduBerungen auf die gewiinschte Lésung hinzufiihren. Dies kann in autoritativer oder
argumentativer Weise geschehen. Es scheint so zu sein, dass die Lehrperson die argumentative Durchsetzung
der gewtinschten Lésung vor allem dann praktiziert, wenn die quer liegende AuRerung von Buben kommt. In
Fallen, in denen sich eine deutlich von der Lehrererwartung abweichende AuBerung eines Buben nicht tiber
eine ‘fein abgestimmte Bewertung’ abwehren lieB3, wies die Hinflihrung auf die erwartete Antwort eine ar-
gumentative Struktur auf. ,Die Lehrperson stuft zunachst die AuRerung des Schiilers als ’an sich’ richtig ein,
bekraftigt aber dann tber ein Argument ihre eigene Lésung. Mit diesem wird dem Schiller Gelegenheit zu ei-
ner Erwiderung geboten* (1989, S. 38). Eine autoritative Durchsetzung der gewiinschten Lésung trat vor al-
lem in den Féllen auf, in denen bei Beteiligung von Mddchen keine Uibliche Lenkung auf das richtige Ergeb-
nis beobachtet werden konnte. ,,Die Lehrperson anerkennt zwar auch hier die AuRerung der Schiilerin als
grundsétzlich richtig, macht aber daraufhin sofort die von ihr selbst favorisierte L6sung zur gultigen* (1989,
S. 45). Sie versucht nicht, die Schalerin von ihrer Lésung zu (iberzeugen. Stattdessen setzt sie die von ihr er-
wartete Losung kraft ihrer Autoritét durch.

— Antworten auf offene, d. h. zugleich vieldeutige Fragen werden haufiger von Buben gegeben. Sie zeigen
wenig Scheu zu raten. Madchen sind tendenziell um so weniger aktiv am Interaktionsprozess beteiligt, je of-
fenere Fragen gestellt sind, je mehr sie also auf die Verwendung der Versuch-und-Irrtum-Methode angewie-
sen wéren, um zu einer akzeptablen Antwort zu gelangen. ,,lhre typische Reaktion auf nicht eindeutig beant-
wortbare Fragen scheint ein abwartendes Schweigen zu sein“ (1989, S. 57).

— In Ubungs- und Wiederholungsphasen fallt die besondere Kurztaktigkeit des Wechselspiels von Lehrer- und
Schiilerduerungen auf. Hier konnte JUNGWIRTH ausschliellich bei Mddchen ein Phanomen beobachten, dass
sie als ‘iiberkomplette Darstellung’ beschreibt. Eine solche entsteht, wenn nach einer AuRerung der Schiilerin
diese anschliefend durch schrittweises Herausfragen in aufgespaltener Form noch ein zweites Mal wieder-
hergestellt wird. Das Médchen hat offenbar zu friih oder ‘zu viel’ gesagt, oder es hat das Gewdnschte anders
formuliert.

— Es gibt Episoden, in denen deutlich werdende Wissens- oder Verstehenslicken von Schiilern tberbriickt
werden mussen. Das versuchen Buben meist dadurch, dass sie das Defizit als momentane Unsicherheit, als
vorubergehenden Konzentrationsmangel, als bloRRen Irrtum erscheinen lassen und durch Randbemerkungen
und Einwdrfe nicht vorhandenes Wissen vortduschen. Man kann daher diese Form der Kaschierung als bu-
bentypische Variante des Umgangs mit Nichtwissen und Nichtverstehen betrachten. Schiilerinnen hingegen
neigen in einer Situation unerwiinschter Antworten offenbar eher dazu, den zu Beginn eingeschlagenen Weg
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weiterzuverfolgen und auf den damit verbundenen Vorstellungen zu beharren, auch wenn diese schon als
falsch zuriickgewiesen wurden; d. h. Mddchen ,, emergieren ihr Nichtwissen, Wie JUNGWIRTH das nennt.
»Wenn ihr Ansatz zu deutlich abgelehnt wurde, um ihn explizit beibehalten zu kénnen, schweigen sie eher,
als solche Hinweise aufzugreifen* (S. 96). — ,,Mdglicherweise sind Madchen in stdrkerem MaRe als Buben
beim Handeln auf sinngebende Orientierungsschemata angewiesen als Buben. Méadchen wéren dann weniger
als Buben in der Lage, bei subjektiv empfundener Sinnlosigkeit der (Frage)situation sich am Gesprach zu
beteiligen und Antworten auf gestellte Fragen zu finden* (1989, S. 105).

Insgesamt dirfte, JUNGWIRTH zufolge, den Buben aufgrund ihrer alltagsweltlichen Gespréchserfahrungen der
Ablauf der Interaktion im fragend-entwickelnden Mathematikunterricht vertrauter sein als den Madchen; es
scheint ihnen besser als den Médchen zu gelingen, ihre auerhalb des Unterrichts gebildeten Gespréachsgewohn-
heiten in diesem Unterricht erfolgreich einzusetzen.

3.2.2 Inhaltliche Aspekte der unterrichtlichen Interaktion

Nachdem vorausgehend Befunde zu strukturellen Gesichtspunkten der sprachlichen Interaktion im Mathematik-
unterricht vorgestellt wurden, soll nachfolgend der Blick auf Untersuchungen zu deren fachinhaltlichen Aspek-
ten gerichtet werden.

a) Mitwirkung der Schiiler an der Erarbeitung von Wissen

Warum wahlen die Lehrer im Mathematikunterricht, wie oben dargestellt, in so hohem Male auch bei Aufgaben
der Ubermittlung von Kenntnissen und Instruktionen die gemeinsame Erarbeitung als Interaktionsform? Leider
weill man zu wenig Uber die Gesichtspunkte und Grundsatze, nach denen unterrichtsmethodische Entscheidun-
gen gefallt werden. Die wenigen Untersuchungen lber subjektive Unterrichtstheorien (s. Hopr 1980 und HEY-
MANN 1982) lassen vermuten, dass dies vermutlich nicht sehr bewusst und theoriegeleitet geschieht. Vielleicht
stellt der erarbeitende Unterricht den Versuch dar, den traditionellen Lehrervortrag mit dem von der Aufkla-
rungspadagogik und der Arbeitsschulbewegung formulierten Grundsatz der geistig autonomen Schiilerarbeit zu
verbinden, ohne sich auf die zugehdrigen, aber unterrichtsorganisatorisch anspruchsvollen Formen der Individu-
al-, Partner- und Gruppenarbeit einlassen zu miissen. Lasst sich aber fragend-entwickelnd tatsachlich eine selb-
stdndige und verstehende Wissensaneignung erreichen?

In den Einzelinterviews mit Schilern verschiedener Altersstufen, die MAIER (1995) im Rahmen des vimu-
Projekts in unmittelbarem jeweils Anschluss an Einfihrungsstunden in verschiedene mathematische Themen
durchfiihrte, vermochte der gemeinsam erarbeitende Mathematikunterricht eher geringe Verstehenseffekte her-
vorzubringen. Viele Schiler hatten aus ihm nur einzelne, zumeist zusammenhanglose Wissensfragmente in das

Interview gerettet: bedeutungsleere Bezeichnungen und Symbole, sinnleere formale Prozeduren, anschauliche

Vorstellungen ohne Bezug zu den mathematischen Ideen, die auf sie gegriindet werden sollten, usw. Mdgliche

Erklarungen fiir diese enttduschenden Ergebnisse lieRen sich aus den Analysen des vorausgegangenen Unter-

richts gewinnen:

— Am erarbeitenden Unterrichtsgesprach beteiligt sich in aller Regel nur ein relativ kleiner Teil der Klasse
aktiv; viele Schuler schweigen véllig oder liefern nur marginale Beitrage. Dies bestétigt auch RIEHL (1991),
die in einem Sammelartikel eine Reihe von empirischen Untersuchungen auswertete und auf der Basis eines
umfangreichen Materials (Tonbandaufzeichnungen von 28 Mathematikstudenten, Protokolle von 40 weiteren
Mathematikstunden, eigene Beobachtungen bei Hospitationen) zu folgendem Ergebnis kommt: Die Sprach-
&uBerungen der Schiler sind auf relativ wenig Beteiligte konzentriert. So meldeten sich im Rahmen von
sechs Unterrichtssequenzen zu je finf Stunden unter 148 Schiilern 15 héchstens einmal, jedoch 13 mehr als
20-mal zu Wort. Ein Schiiler sprach 58-mal. Allerdings unterscheidet sich die Verteilung der Sprachbeitrage
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auf die Schiler von Klasse zu Klasse, von Lehrer zu Lehrer und von Stunde zu Stunde. Beispielsweise ka-
men bei einem Lehrer in verschiedenen Stunden zwischen 16,7% und 66,7% der Schiler zu Wort. Die insge-
samt vielen unbeteiligten Schiler haben aber keinerlei Gelegenheit, ihr Verstehen des Wahrgenommenen zu
uiberpriifen bzw. der Uberpriifung durch den Lehrer auszusetzen.

Bei den Schilerbeitragen handelt es sich nur selten um zusammenhangende Sprachauflerungen aus mehreren
Séatzen. Vorherrschend sind knappe Einzelsétze, Teile von Sétzen, z. B. die Vollendung eines vom Lehrer an-
gefangenen Satzes, und einzelne Worter (nachgefragte Bezeichnungen, Zahlenangaben, Antworten auf Ent-
scheidungsfragen — ja oder nein, usw.). Diese fragmentarischen SchiilerduBerungen werden aber vom Lehrer
zumeist als ausreichend anerkannt, sind also erfolgreich — ,,erfolgreich im Sinne von funktional fiir die ge-
winschte Interpretation durch den Lehrer* (s. VOIGT 1984) — und werden daher laufend verstérkt. Sie kdnnen
wohl keine ausreichende Grundlage fur eine Verifizierung des Schilerverstehens liefern und bieten auch den
tbrigen Schulern nur wenige AnstoRe fir eigenes Verstehen und eigene Wissenskonstruktion.

Die sprachlich aktiven Schiiler produzieren und formulieren das Wissen als Antworten auf Lehrerfragen bzw.
als verbale Reaktionen auf Lehrerimpulse. Lundgren (ref. nach CAzZDEN 1986, S. 441) schreibt den Lehrer-
fragen zwar die Funktion zu, den Unterricht in geplanter Weise voranzubringen. Beispiele aus dem Mathe-
matikunterricht zeigen aber, dass Schiiler ihre Antworten oft mehr auf Grund erlernter Muster des Unter-
richtsdiskurses formen, als aus sachlichen Uberlegungen ableiten. Ein Beispiel:

Lehrerin: Was ist viermal drei? Schiilerin: ach..

Lehrerin: Wie viel ist zweimal vier? Schilerin: acht

Lehrerin: Mm, dreimal vier? Schiilerin: neun, zehn, elf, zwélf.
Lehrerin: Wie viel ist nun dreimal vier? Schilerin: zwolf

Wihrend hier die Lehrerin die Hoffnung haben mag, dass die Schiilerin etwas lber die Beziehung von Addi-
tion und Multiplikation gelernt hat, konnte diese selbst lediglich der Form der letzten Lehrerfrage einen Hin-
weis auf die vorausgehend erwiinschte Antwort entnommen haben. Die Sprache bedient sich jedoch eines
Kommunikationsmusters, das die Illusion vermittelt, ein erwiinschter Lernprozess habe sich tatsachlich er-
eignet.
Mit der Art der Lehrerfragen im fragend-entwickelnden Unterricht beschéftigen sich French & MacLure (ref.
nach CAZDEN, 1986, S. 441). In einer Langsschnittstudie zum Vorschulunterricht fanden sie zwei interaktive
Strategien heraus, mit denen den Schulern Richtlinien fir das Auffinden erwiinschter Antworten tbermittelt
werden. Die eine dieser Strategien nennen sie “Vorformulierung’ (‘preformulating”) und definieren das so:
»1eachers preface the question they want the children to answer with one or more utterances which
serve to orient the children to the relevant area of experience... [and] establish as shared knowledge be-
tween herself and the child materials essential to answer her question“ (S. 35).
Die zweite Strategie nennen sie ‘Neuformulierung’ (‘reformulating’), und sie wird vor allem angewendet,
wenn die urspriingliche Schilerantwort falsch war. Damit ist gemeint, dass die Frage in einer anderen sprach-
lichen Form noch einmal gestellt wird, von der sich die Lehrerin mehr Erfolg verspricht. Weil solche Neu-
formulierungen den kognitiven Anspruch an das Kind schrittweise reduzieren, sagen die Autoren voraus,
dass die Lehrer vorzugsweise die weniger spezifische Version zuerst verwenden werden, und dass die tat-
séchliche Abfolge eine solche des schlichten Gebrauchs ist.
Schiilerantworten im gemeinsam erarbeitenden Mathematikunterricht sind zu einem oftmals recht hohen
Anteil falsch, nur teilweise richtig oder unzulénglich bzw. missverstandlich formuliert. Dies kann auf Wis-
sensmangel oder einfach darauf zurlickzufiihren sein, dass der antwortende Schiiler die Frage bzw. Instrukti-
on des Lehrers anders als von diesem intendiert aufgefasst hat und deshalb nicht die gleiche Frage beantwor-
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tet, die dieser gemeint oder andere Gesprachsteilnehmer verstanden haben. Dieses ist gerade im Fach Ma-
thematik mit seiner fachlich modifizierten Lehrersprache leicht moglich. Dem einzelnen Schiller misste es
gleichwohl gelingen, Richtiges von Falschem und Wichtiges von Unwichtigem zu unterscheiden. Er miisste
erkennen, ob eine Anwort Uberhaupt zu der gestellten Lehrerfrage passt oder nicht; und das in einem Wis-
sensbereich, der ihm von der Voraussetzungen her in der Regel unbekannt ist. Als Unterscheidungshilfe steht
ihm dabei fast nichts als die Lehrerreaktion auf die Schilerantwort zur Verfligung, die jedoch aus padagogi-
schen Griinden, insbesondere was die negativen betrifft, haufig sehr zuriickhaltend und daher unbestimmt
bzw. schwer zu interpretieren ist. Ruft beispielsweise der Lehrer nach einer Schiilerantwort ohne Kommentar
einen weiteren Schuler auf, I&sst dieses Verhalten Deutungen zu, die von véllig falsch —mach’s besser bis zu
sehr gut — gib eine weitere gute Antwort(formulierung) reichen. Wiederholt der Lehrer den Impuls — und er
tut dies héaufig in modifizierter oder in der Bedeutung veranderter Form — erleichtert das die Deutung auch
nicht eben. Es gilt dann eventuell herauszufinden, zu welcher der gestellten Fragen eine folgende Antwort
nunmehr gehort.

— Je stérker die Erarbeitung vom Lehrer gelenkt wird, desto mehr sind die einzelnen Schiiler der Verpflichtung
enthoben, die Gedankenentwicklung geistig mit zu vollziehen. Sie kénnen sich auf die lokale Beantwortung
einzelner Fragen bzw. die lokale Befolgung von Instruktionen beschranken und sich von einer lokalen Ant-
wort zur néchsten weiterfiihren lassen, ohne den Sinnzusammenhang zu erfassen. Der Lehrer, der seiner Fih-
rung einen gewissen gedanklichen Aufbau zugrunde legt und mit ihr einem bestimmten Ziel zustrebt, ver-
sucht namlich in der Regel, die lokalen Antworten mdglichst in seine Gedankenfolge einzubinden. Falsche
oder unpassende Antworten (bergeht er durch Aufrufen eines anderen Schillers, biegt sie entsprechend sei-
nen Intentionen zurecht bzw. interpretiert sie entsprechend, oder er korrigiert sie einfach selbst. Nicht wenige
Lehrerkommentare auf Schilerduflerungen — sie missen ja unmittelbar aus der Situation heraus gegeben
werden — erscheinen wenig Uberlegt, daher undeutlich, unzulénglich bis falsch. Im (brigen beendet der Leh-
rer, nach einer langeren Phase unbefriedigender Schulerbeitrdge, nicht selten die Erarbeitung damit, dass er
das Fehlende in einer eigenen Erklarung nachtrégt. Doch ist auch diese dann haufig aus dem Stegreif formu-
liert, sachlich unvollstandig und sprachlich unklar.

Was also vor allem nicht aktiv am Gespréch beteiligte Schiiler von einem gemeinsam erarbeitenden Unterricht

wahrnehmen, ist eine Folge

— von Fragen und Instruktionen, deren sachlicher Zusammenhang ihnen oft verborgen bleibt,

— von richtigen, halb richtigen unzulénglichen oder falschen Schilerantworten, deren Angemessenheit sie nur
teilweise einzuschétzen vermdgen, die vom Lehrer nur selten klar evaluiert werden und die ihnen daher kaum
ausreichende Anhaltspunkte zur Generierung und Uberpriifung von Verstehen bieten,

— sowie von mehr oder weniger unzuldnglichen Kommentaren und Erklarungen des Lehrers, die oft auf fal-
schen Voraussetzungen basieren, weil auch die Differenz zwischen dem vom Schiiler Gesagten und dem vom
Lehrer Aufgefassten bzw. Verstandenen grof sein kann.

Insgesamt nimmt der einzelne Schiiler an einem zeitlich recht ausgedehnten Gespréch teil, in dem er von sténdi-
gen Stoérungen begleitete, teilweise verwirrende und ermiidende sprachliche Botschaften empféangt. Aus all die-
sen Griinden scheint es fiir ihn schwierig zu sein, auf der Basis des fragend-entwickelnden Unterrichts jenes
Wissen und jenes Verstehen aufzubauen, dessen Erarbeitung dieser bezwecken soll.

MAIER & VOIGT (1989) hatten beziiglich der kurzschrittigen Erarbeitung von Themen im Mathematikunterricht
befirchtet, dass es vielen Schilern nicht gelinge, das Thema und seine gedankliche Entwicklung zu tiberblicken
und Substantielles zu dieser Entwicklung beizutragen. Sie meinten, das Fehlen eines gemeinsamen Problemver-
stdndnisses zwischen dem Lehrer und den Schilern kénne dazu fiihren, dass der Unterricht ein ,,suggestiv ge-
steuerter Lehrervortag aus dem Munde des Schiilers* (LENNE 1969) bleibt. Das Wissen, das aus der fachsyste-
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matischen Sicht des Lehrers als selbstverstandliche Folgerungen aus anderem Wissen erscheint, ist fiir den Schi-
ler, der nicht diesen Uberblick hat, willkiirliche Setzung.

Anhand illustrativer Beispiele aus der alltdglichen Unterrichtskommunikation zeigten MAIER & VVOIGT aber auch,
dass einige Lehrer im Rahmen des erarbeitenden Unterricht versuchen, den Schilern fur ihre Mitwirkung an der
Gedankenentwicklung mehr Freiheit einzurdumen als bei der traditionellen Entwicklungsfrage. Ein solcher ‘of-
fener’ fragend-entwickelnder Mathematikunterricht gewahrt ihren Vorstellungen und Denkwegen mehr Spiel-
raum. VVon der Lehrererwartung abweichende Schiilerbeitrdge scheinen zugelassen; die Lenkung ist weniger
deutlich.

Da jedoch ,,kein Lehrer vor der Kreativitat eines Schiller sicher ist (Bauersfeld) und da Schuler oft grundsétz-
lich anders denken als der Lehrer, steht dieser hier im besonderen Male vor der schwierigen Aufgabe, sich in
geduldigem Gedankenaustausch mit den Schilern auf bestimmte mathematische Bedeutungen zu verstandigen.
Sein Erarbeitungsziel muss hinreichend allgemein sein, dass er sich auch mit vorlaufigen Ergebnissen zufrieden
geben kann. Die Schiiller missen gewohnt sein, dass der Lehrer oft lange in Schwebe halt, was er fir giltig und
weiterfuhrend erachtet. Die Verstandigung erscheint hier teilweise eher schwieriger und briichiger als im Fall der
kleinschrittigen Entwicklung (vielleicht auch flexibler fur die situationsspezifische Entwicklung mathematischer
Bedeutung). Gleichwohl darf man nicht verkennen, dass die Entwicklung subjektiver Vorstellungen stets eine
eigene Dynamik besitzt, und dass diese nicht durch Sachlogik gesteuert wird. So muss die Vorstellung von ei-
nem offenen fragend-entwickelnden Mathematikunterricht, in dem zeitlich parallel fachliche Inhalte aufgebaut
werden und entsprechendes Lernen zwanglos stattfindet, wohl prinzipiell eine Illusion bleiben. MAIER & VOIGT
(1989): ,,Was wir kritisieren, ist die Annahme, es gébe einen fragend-entwickelnden Mathematikunterricht, der
sowohl von Seiten des Lehrers offen gestaltet wird und zugleich fur die Schiiler gradlinig zu den fachsystema-
tisch erwarteten Zielen fahrt” (S. 91).

Das weil} oder spirt wohl auch der Lehrer, wenn er die offene Lehrerfrage auf den Beginn von Einfuihrungsstun-
den beschréankt und im weiteren Verlauf, bei zunehmender Lenkung, die gedanklichen Schritte der Entwicklung
enger werden l&sst. Er zielt ja auf eine bestimmte Bezeichnung, einen bestimmten Merksatz oder ein Rechener-
gebnis. MAIER & VOIGT: ,,Kann man also in anfanglicher Offenheit der Episoden eine gewisse Entsprechung
zum Prinzip der offenen Lehrerfrage sehen, so muss man fiir den weiteren Verlauf eher eine Ahnlichkeit mit der
streng flihrenden Entwicklungsfrage feststellen. Der Lehrer mochte wohl den Denkwegen und subjektiven Vor-
stellungen der Schiiler Raum geben, sieht sich dann aber unter Zugzwang, das Unterrichtsgesprach auf bestimm-
te erwartete Antworten hin zu verengen® (S. 86). Dies erreicht er z. B durch systematisches ‘Uberhéren’, Abblo-
cken oder Ausgrenzen unerwiinschter Schiilerbeitrage, Uberspielen von Divergenzen mit Hilfe von Suggestiv-
fragen, Umdeuten von SchiilerdufRerungen im Sinne seiner Antworterwartung und zunehmendes Einstreuen
eigener Erklarungen. Ohne Suggestivfragen, ohne das Vertrauen darauf, dass die Schiler im Versuch-Irrtum-
Verfahren oder mittels lokaler Assoziationen Antworten produzieren, die dann der Lehrer seiner Erwartung
entsprechend deutet oder verwendet, 1asst sich das neue Wissen eben nicht erarbeiten.

b) Rahmenkonflikte und Rahmenmodulationen

KRUMMHEUER (1982) stiitzt sich bei seiner Analyse der unterrichtlichen Kommunikation auf die Begrifflichkeit
von Goffinans ,,Rahmenanalyse”. Danach interpretieren verschiedene Personen, welche die gleiche Situation
wahrnehmen oder dem gleichen Ereignis beiwohnen, diese meist sehr unterschiedlich. Dies ist darauf zuriickzu-
flihren, dass menschliches Wahrnehmen und Erkennen offenbar nicht voraussetzungslos geschieht, sondern unter
dem EinfluR kognitiver Voreinstellungen, die Goffinan ‘frameworks’, ‘schemata of interpretation’, ‘perspectives’
oder ‘background of understanding’ nennt. KRUMMHEUER legt sich auf die Bezeichnung ,,Rahmen* fest. Ein
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Rahmen stellt Grundsatze der Plausibilitat und der Organisation bereit, die pragend fir eine wahrgenommene
Situation sind.

Bei der Anwendung des Rahmenkonzepts auf die Interaktion im Mathematikunterricht versieht KRUMMHEUER
den Begriff zusatzlich mit einer inhaltlichen Komponente. So lasst sich z. B. die Gleichheit der Terme 2a +2b
und 2(a+b) damit begriinden, dass sie beide geeignete Ausdriicke zur Umfangsberechnung beim Rechteck
sind, die nur von der L&ngengleichheit gegeniliberliegender Seite in verschiedener Weise Gebrauch machen. Die
Variablen a und b wiirden dann als Platzhalter fiir geometrische GréRen (Seitenldngen eines Rechtecks) aufge-
fasst, und KRUMMHEUER spricht von einem ,,geometrisch-schulmathematischen Rahmen*. Eine andere Begrin-
dung ware die Bezugnahme auf das so genannte Distributivgesetz, das die Zahlenoperationen Multiplikation und
Addition miteinander verbindet. In diesem Fall vertreten die Variablen (reelle) Zahlen, liber deren Beziehung
zueinander eine allgemeine Aussage gemacht wird. Dies ware nach KRUMMHEUER ein ,,algebraisch-didaktischer
Rahmen*.

In vier Stunden zur Einfiihrung der Schiiler in den Termbegriff und die Termumformung in einer 8. Klasse lie-
Ren sich insgesamt vier verschiedene Rahmen eruieren, die generell zur Interpretation von Termen und Term-
gleichheit herangezogen wurden:

— Der ,,algebraisch-didaktische” Rahmen représentiert eine mathematikdidaktisch aufbereitete Algebra der
Terme und Termumformungen. ,In ihm sind in mathematisch abgesicherter Weise die Begriffe ‘Term’,
‘Termumformung’, ‘Aquivalenz’ von Termen usw. definiert und die mathematischen Zusammenhange zwi-
schen diesen Begriffen nachgewiesen* (S. 91).

— ,.Der geometrisch-schulmathematische* Rahmen fiir Terme beinhaltet derartige mathematische Theoriestu-
cke, die benétigt werden, um aus geometrischen Problemstellungen algebraische Terme zu gewinnen* (S.
91). Dieser Rahmen hat insofern eine sehr enge Verbindung zum algebraischen Rahmen, als sich geometri-
sche Vorstellungen heranziehen lassen, um einen algebraischen Ausdruck zu interpretieren, und umgekehrt
der arithmetische Ausdruck der Ldsung geometrischer Aufgaben dienen kann.

— Schwieriger ist das zu beschreiben, was KRUMMHEUER einen ,alltags-geometrischen* Rahmen fiir Terme
nennt. In ihn gehen zwar Erfahrungen ein, die Schiler etwa im Zusammenhang der Kommunikation einer
Schiilerarbeitsgruppe im Mathematikunterricht machen kénnen. ,,Andererseits ist dieser Rahmen auch inhalt-
lich bestimmt. Er bezieht sich auf geo- und stereometrische Objekte, die auch im auflerschulischen Alltag in
Form konkreter Gegenstande vorhanden sind. Auf diese Weise fulit der Rahmen auf der aktualisierbaren Er-
fahrung des auferschulischen Alltags von Schillern® (S. 91f). In einer gewissen Tatigkeitsorientierung enthélt
er Abfolgen durchzufiihrender Operationen, die der Lésung einer bestimmten Aufgabe dienen.

— ,Auch der ‘algorithmisch-mechanische’ Rahmen ist spezifisch fir Kommunikationsprozesse im Mathema-
tikunterricht. Er fuBRt auf den Erfahrungen, dass im Mathematikunterricht eine Vielzahl von Aufgaben gestellt
werden, zu deren Bewadltigung ‘Techniken’ beherrscht werden missen. Diese Techniken sind mathemati-
schen Ursprungs (deswegen die Bezeichnung: ‘algorithmisch”). In diese Rahmen wird jedwede Problemstel-
lung zu einer ‘Rechenaufgabe’ wie z. B. eine ‘Malaufgabe’, wenn an einer Stelle des Problems eine Multipli-
kation auftritt* (S. 92).

In dem von KRUMMHEUER beobachteten Unterricht wurden die beiden zuerst genannten Rahmen vor allem von
der Lehrperson eingenommen, die beiden zuletzt genannten von den Schilern. Allgemein kommt es aufgrund
unterschiedlicher Rahmen, die die Lehrperson und verschiedene Schiiler bei der Interpretation mathematischer
Sachverhalte und Situationen zugrunde liegen, in der unterrichtlichen Kommunikation zu einem Wechselspiel
und zu einem Ineinandergreifen der verschiedenen Rahmen. Von besonderer Bedeutung erscheinen ,,Rahmen-
konflikte®, zwischen der Lehrperson und Schilern, die verschiedene Ursachen haben kénnen, und die zum Teil
latent schwelen, gelegentlich aber auch thematisiert werden.
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Im beobachteten Unterricht versucht der Lehrer, die Schiiler an den Termbegriff heranzufiihren, indem er sie
anleitet, zu geometrischen Situationen und Sachsituationen geeignete Berechnungsterme anzusetzen. So sollen
sie zur Berechnung der Quaderoberflache die Terme 2ab + 2bc + 2ac bzw. 2(ab + bc + ac) finden. Ein Schiler
macht sich an dem gegebenen Pappmodell des Quaders sogleich an die Arbeit, misst die Seitenlangen der ein-
zelnen Begrenzungsflachen ab und berechnet nacheinander ihren Inhalt. Er ist ganz und gar dem ,alltags-
geometrischen” Rahmen verpflichtet und zundchst kaum zur Entwicklung einer allgemeinen Oberflachenformel
zu bewegen. Als der Lehrer die Schiiler an den Begriff der Aquivalenz von Termen heranzufiihren versucht,
indem er sie den Wert verschiedener, z. T. &quivalenter Terme nach Ersetzen der Variablen durch Zahlen anlei-
tet, machen sich die Schiiler zwar im Sinne des ,,algorithmisch-mechanischen” Rahmens mit Eifer an die Re-
chenarbeit, bleiben aber zunéchst fir den Vergleich der Terme blind.

Das Thematisieren solcher Rahmenkonflikte scheint nun der einzige viel versprechende Weg, die Schiiler von
ihren, dem Lernziel nicht gerecht werdenden Rahmen wegzufiihren und zur Ubernahme der vom Lehrer ange-
strebten Rahmen zu bewegen. Dieser Lernschritt wird in der Rahmungstheorie mit dem Begriff ,,Rahmenmodu-
lation* beschrieben. Mit dem Begriff der Modulation werden Prozesse von Bedeutungsveranderungen benannt.
So wadre auch der Wechsel von der Auffassung der Buchstaben a, b und ¢ in einem Term als Seitenldngen von
Rechtecken (geometrisch-mathematischer Rahmen) zur Auffassung dieser Buchstaben als Variablen im alge-
braischen Sinne eine solche Modulation, die auch dem methodischen Konzept des Lehrers im oben angedeuteten
Unterricht zugrunde liegt.

VOIGT (1989) zeigt ein anderes Beispiel fir einen Rahmenkonflikt im Mathematikunterricht. In einer ersten
Grundschulklasse sollten ‘Zahlensétze’ anhand von Bildern erarbeitet werden, die mehrere gleichartige Objekte
zeigten; z. B. der Satz 3 + 2 = 5 anhand eines Bildes, in dem 3 VVdgel auf den Drahten einer Telefonleitung sitzen
und weitere 2 Vogel in Richtung dieser Dréhte fliegen. Manchmal fand ein Schiler sogleich den ‘richtigen’
Zahlensatz, die Lehrerin schrieb ihn an die Tafel und ging zur néchsten Aufgabe (zum nachsten Bild) Gber.
VOIGT nennt das eine thematische Prozedur. Nun kam es aber auch vor, dass die Schiiler das Bild anders deute-
ten als die Lehrerin; es trat ein Deutungskonflikt auf, der sich auch als Rahmenkonflikte in der Interaktion be-
greifen I&sst. Vielleicht verstanden diese Schiller das Bild weniger, im Sinne der Lehrerin, als Darstellung eines
mathematischen Zusammenhangs, sondern interpretierten es aufgrund ihrer primaren lebensweltlichen Erfahrun-
gen konkreter, dinglicher.

Solche Konflikte konnten durch geeignete Weisen des Umgangs miteinander und mit den Unterrichtsgegenstan-
den stets rasch entscharft werden. Die Spannung zwischen den Rahmen der Lehrerin und denen der Schiler
verringerten sich in dem MaRg, in dem sich die konventionalisierten Aspekte der Mathematisierung ausbildeten;
also, als z. B. die Schiiler nach einiger Ubung die Deutung des Hinzugebens als Hinweis auf die Addition ver-
standen. Es gelingt der Lehrerin, nach und nach gewisse Konventionen der Mathematisierung zu sichern und zu
erreichen, dass die Schiler Veranschaulichungen im Sinne der von ihr gewiinschten mathematischen Aussage
entziffern. Es findet das statt, was KRUMMHEUER (1982) eine Rahmenmodulation nennt.

NETH & VOIGT (1991) bezeichnen die thematische Prozedur der routinierten Bearbeitungen eines Themas im
Sinne der Stabilisierung von Konventionen als ‘Vermathematisierung’. Sie fanden dieses Phanomen auch beim
Ldsen von Sachaufgaben vor, die in Textform gegeben sind. Um mit den Schilern das Ergénzen von ‘gemisch-
ten Zehnerzahlen’ zum jeweils néchsten vollen Zehner zu iben, schildert z. B. die Lehrerin einer zweiten Klasse
die Szene eines Kindes, das in einem Schaufenster einen Ball zum Preis von 30 DM sieht, den es kaufen mdchte,
obwohl es in seiner Sparbiichse nur 24 DM vorfindet. Noch ehe sie die eigentliche Frage stellen kann, duRern
sich einige Schiler spontan zu dieser Situation, indem sie etwa Uber ihre eigenen Ersparnisse oder &hnliches
berichten. Sie werden aber zur Ordnung gerufen und sogleich mit der Frage konfrontiert, was denn das Kind vor
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dem Schaufenster wohl (berlegen wirde. Erwartet wird natirlich die Antwort, wie viel Geld dem Kind vom

Ersparten zum Preis des Balles fehle, und diese soll zu der ‘Rechengeschichte’ 24 + ? = 30 fuhren. Doch erneut

aulern einige Schiler ganz andere Ideen, etwa wie das Kind mit Hilfe der Oma oder der Eltern (mittels guter

Noten) zu weiterem Geld kommen konne, usw. Nach kurzer Zeit stellt die Lehrerin selbst die Frage ,,Wieviel

fehlt denn eigentlich noch?*, um nach der Antwort ,,6 Mark* die Instruktion zu geben: ,,Wer kann das Zahlen-

sétzchen dazu aufschreiben?* Schliefflich wird ,,24 DM + 6 DM = 30 DM* an die Tafel notiert (S. 94). NETH &

VOIGT beschreiben diese thematische Prozedur so (S. 97):

— ,Das Thema setzt an der Lebenswelt der Schiiler an und endet in einer formalen mathematischen Aussage.
Die Mehrdeutigkeit der Sache wird auf eine Rechnung reduziert, die an der Tafel offizielle Verbindlichkeit
erhalt.

— Waihrend die Schuler lokal auch alternative Mathematisierungsangebote machen, lenkt die Lehrerin das
Thema auf einen bestimmten Typ von Rechenaufgabe hin. Dem sachbezogenen, phantasiereichen Problem-
bewuBtsein der Schiler stehen didaktisch-methodisch gerahmte Konzentrationen auf Seiten der Lehrerin ge-
genilber.

— Die von der Lehrerin intendierte Mathematisierung der Sachsituation geschieht in einzelnen Schritten, wobei
Teilen der Sache nacheinander bestimmte mathematische Zeichen auf der Tafel zugeordnete werden.*

¢) Schulerverstehen im fragend-entwickelnden Mathematikunterricht

MAIER (1995) zeigt, nach welchen Kriterien das Verstehen der Schiller im Rahmen des fragend-entwickelnden

Unterrichts evaluiert werden kann. Als Hauptkriterium nennt er das ,,unterrichtliche Sinnangebot®. Wenn n&dm-

lich der Schiler im Unterricht durch Konstruktion von Bedeutung ein mdglichst reichhaltiges Verstehen errei-

chen soll, so braucht er dazu adaquate AnstoRe, die zumeist vom Lehrer ausgehen, aber auch von Mitschiilern
kommen kdnnen. Die Evaluation fragt dann, in welcher Weise solche unterrichtlichen Sinnangebote bei einem
einzelnen Schiller Verstehensprozesse angestol3en haben und von welcher Art die Verstehensprodukte sind, die
auf diese Weise generiert wurden. Bei der Analyse von Transkripten alltdglichen Mathematikunterrichts und der

im unmittelbaren Anschluss an die Stunden durchgefiihrten Schiilerinterviews im Rahmen des viMu-Projekts

konnten verschiedene Formen der Verarbeitung des Sinnangebots durch die Schiiler unterschieden werden:

— In sehr seltenen Féllen gab ein Schiler Sinnangebote in gleichem Umfang und in gleicher Gestalt, wie sie
vorausgehend im Unterricht dargeboten wurden, gewissermalien nach Art eines Ton- oder Videobandes,
wortlich wieder. Im Fall einer solchen Reproduktion wurden Verstehensprozesse als analytisch nicht fassbar
eingestuft. Die Attribution von Verstehen setzt bei diesem Untersuchungsansatz voraus, dass die im Unter-
richt generierten thematischen Sinnelemente vom Schiiler in irgendeiner Form ‘bearbeitet’ werden und sich
dieser individuelle Bearbeitungsprozess auch in seiner sprachlichen AuBerung zeigt.

— Die einfachste Form der Bearbeitung war die Rekonstruktion. Hier lieR der VVerstehende ein Sinnangebot, das
in der unterrichtlichen Kommunikation geschaffen wurde, im nachfolgenden Interview in allen inhaltlichen
Aspekten wiedererstehen. Er verwendete dabei allerdings seine eigenen Worte bzw. Darstellungen, und diese
unterschieden sich von den Darstellungen in der Ursprungssituation. Verstehen dokumentierte sich hier in der
Form einer individuell geformten Paraphrase, welche die im vorgegebenen Sinnangebot reprasentierten Be-
deutungen quantitativ und qualitativ vollinhaltlich zum Ausdruck brachte, diese also nach Inhalt und Zusam-
menhang unverandert liel3. Bei einer getreuen Rekonstruktion wird man im Allgemeinen von erfolgreichem
Verstehen sprechen, auch wenn die Verstehensprodukte gegen einige — etwa in der Lehrerintention erkennba-
re mathematische Evaluationskriterien — verstoRen.

— Freilich kam auch rekonstruierendes Verstehen eher selten vor. Zumeist ging die 'Bearbeitung’, die ein Ler-
nender in seiner subjektiven Konstruktion an den Sinnangeboten vornahm, weiter. Er verkirzte, modifizierte,
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erganzte oder erweiterte diese Angebote; kurz, er veranderte sie quantitativ oder qualitativ in einer Weise, die
sich mit ihrem urspriinglichen Gehalt und Zusammenhang nur noch teilweise oder gar nicht mehr deckte. Im
Einzelnen lieRen sich bezlglich dieser Form zwei Arten von Verstehen unterscheiden: das reduktive und das
abduktive Verstehen.

— Beim reduktiven Verstehen wurde das Sinnangebot in irgendeiner Weise qualitativ oder quantitativ verkirzt
oder gemindert. Die Verkiirzung oder Minderung konnte zum ersten isolierte Bedeutungsinhalte wie Begrif-
fe, Verfahren oder einzelne Beziehungen betreffen, und zwar deren quantitativen Umfang wie deren qualita-
tiven Gehalt (inhaltliche Reduktion). Der Schiller lie} etwa in dem von ihm generierten Verstehensprodukt
Bedeutungsinhalte des Sinnangebots weg, d. h. er verkiirzte dieses quantitativ; oder er entleerte Begriffe und
Beziehungen ihres Vorstellungsgehalts, d. h. er dekontextualisierte sie und realisierte im Angebot begriindet
ausgefihrte Verfahren rein mechanisch. Die Verkirzung bzw. Minderung konnte Bedeutungszusammenhan-
ge, wie z. B. Beziehungen zwischen Begriffen und Satzen oder die Verknupfung von Verfahrensschritten
betreffen (strukturelle Reduktion). So etwa, wenn ein Schiler solche Zusammenhénge aufldste und die Teile
des Zusammenhangs nur noch isoliert betrachtete, also den Gegenstand fraktionierte, wenn er die Teile des
Zusammenhangs miteinander vermengte, also Interferenzen bildete, oder wenn er, globalisierend, strukturell
relevante Einzelheiten weglieR. SchlieRlich konnte sich die Verkiirzung oder Minderung auf die Darstel-
lungsdimension beziehen (modale Reduktion); der Schiler verkiirzte z. B. ein intermodales Angebot auf eine
nur sprachlich-symbolische oder eine nur anschaulich-modellgebundene Darstellung (syntaxreduziertes bzw.
modellreduziertes Verstehen).

— Beim abduktiven Verstehen gab der Schiiler einem unterrichtlichen Sinnangebot seine eigene, subjektiv ge-
farbte Pragung oder fugte ihm aus dem Vorrat eigenen Wissens bzw. verfligbarer Verstehensprodukte in qua-
litativer oder auch quantitativer Weise noch etwas hinzu. Falls die Modifikation bzw. Erweiterung die Bedeu-
tungsinhalte betraf, legte sich der Schiler z. B. eigene Begriffsvorstellungen oder Aussagen zurecht, handelte
also 'theoriebildend’; er leitete aus Einzelbeobachtungen selbstandig Regeln und Gesetze ab, handelte damit
generalisierend oder Ubergeneralisierend, oder er bildete fur das Lsen von Aufgaben- oder Problemen eigene
Formen und Muster aus und handelte ‘strategisierend’ (inhaltliche Abduktion). Falls die Modifikation oder
Erweiterung auf Bedeutungszusammenhénge betraf, stellte der Schiiler z. B. solche strukturellen Beziehun-
gen selbst her, synthetisierte oder erganzte im Angebot vorgegebene Zusammenhange um strukturvertraglich
Einzelheiten, er differenzierte oder fasste weniger relevante Einzelheiten unter Ubergeordneten Gesichtspunk-
ten zusammen, um so die Komplexitt zu reduzieren (strukturelle Abduktion). In der modalen Dimension be-
deutete die Abduktion entweder den Ubergang von einer rein modellgebundenen oder interaktiven zu einer
sprachlich-symbolischer Darstellung, der Schiiler abstrahierte oder mathematisierte, oder umgekehrt einen
Ubergang von rein sprachlich-symbolischer Darstellung zu interaktiver oder anschaulicher Darstellung, d. h.
der Schiler konkretisierte oder exemplifizierte (modale Abduktion).

STEINBRING (in MAIER & STEINBRING, im Druck) geht davon aus, dass die Konstruktion mathematischen Wis-
sens und mathematischer Bedeutung im Rahmen der Etablierung von Beziehungen und Strukturen zwischen
Zeichen (Symbolen, Diagrammen, Operationszeichen usw.) und Objekten bzw. Referenzbereichen geschieht.
Eine ,,epistemologische” Evaluation des Schilerverstehens versucht herauszufinden, ,,wie sich Begriffe oder
neue Bedeutungen mathematischen Wissens entwickelt haben, welche epistemologischen Hindernisse auftraten,
wie und ob diese ‘Uberwunden’ werden konnten, oder wie in der mathematischen Community eine Balance zwi-
schen inhaltlichen und konventionellen Aspekten mathematischen Wissens hergestellt wurde®.

Zu den Strukturen schulmathematischen Wissens gehdren Bedingungen des mathematischen Wissens selbst
sowie die in der Lehr-Lern-Situation wirksamen und fiir sie konstitutiven sozialen und individuellen Aspekte.
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,»In der qualitativen, epistemologischen Analyse des schulmathematischen Wissens wird dieses Spannungs-
feld zwischen den sozial-historisch gegebenen Strukturen des mathematischen Wissens und den besonderen
sozialen Rahmenbedingungen (von Unterricht und Lernen) untersucht und beschrieben, und zwar insbeson-
dere mit Blick auf die Vielfalt und die Bedingungen bei der Konstitution von Beziehungen zwischen Zei-
chen/Symbol und Referenten in mathematischen Lehr-Lern-Situationen®.

STEINBRING verwendet dementsprechend ein ,,epistemologisches Dreieck* als zentrales Instrument der Beschrei-
bung und der Analyse von mathematischem Wissen:

V'S

Gegenstand/ »  Zeichen

Referenzkontext Symbol

AN

Dieses weist auf die besondere Wechselbeziehung zwischen den Zeichen/ Symbolen und dem Gegenstand bzw.
Referenzkontext hin, die die interaktive Konstitution mathematischen Wissens in unterrichtlichen Lehr-Lern-
Prozessen charakterisiert. Wichtig erscheint, dass der Referenzkontext, bzw. der Gegenstand nicht vorab eindeu-
tig vorgegeben ist, sondern erst im Verlaufe der Entwicklung des mathematischen Wissens durch Umdeutung
nach und nach in seinen strukturellen Zusammenhang entwickelt wird. Mathematische Bedeutungen werden im
Wechselspiel zwischen einem Referenzkontext und einem Zeichensystem entwickelt, indem von einem relativ
vertrauten oder teilweise bekannten Referenzbereich mogliche Bedeutungen auf ein neues, noch bedeutungsloses
Zeichensystem (bertragen werden. Mathematisches Verstehen heiit dann, Zeichen/Symbole zu deuten, d. h.
einen Bezug zwischen ihnen und einem Gegenstand bzw. Referenzkontext herzustellen. Dies kann auf verschie-

Begriff

dene Weise geschehen;

— explizit oder implizit, d. h. die Beziehung kann direkt ausgesprochen bzw. durch Zeigen oder aber nur durch
den interaktiven Kontext/Rahmen “stillschweigend anwesend’ sein;

— individuell oder interaktiv, d. h. sie kann von einzelnen Personen hergestellt oder interaktiv konstituiert sein.

Mit seiner Evaluationstheorie kommt STEINBRING bei deren Anwendung in der Analyse alltdglichen Mathema-
tikunterrichts bezlglich des Schilerverstehens zu &hnlich unglnstigen Ergebnissen wie MAIER. Diese Untersu-
chungen lassen wichtige Fragen offen. Liegt das an der Form des fragend-entwickelnden Unterrichts als solcher
oder an der Art seiner Gestaltung? Sind Verbesserungen mdéglich und von welcher Art kdnnten sie sein?

3.3 Unterrichtsformen zur FOrderung des Sprachverstehens und der
sprachlichen Produktivitat

Im vorausgehenden Abschnitt wurde ausfiihrlich gezeigt, dass der fragend-entwickelnde (gemeinsam erarbeiten-
de) Mathematikunterricht zumindest in der gegenwaértig praktizierten und dominierenden Form kaum in der Lage
ist, bei den Schilern ein von Verstehen gepragtes mathematisches Wissen aufzubauen und die vorausgehend
formulierten Ziele und Aufgaben der Sprachférderung zu erreichen. Es gilt nach Formen der Unterrichtsorgani-
sation und Unterrichtsgestaltung zu suchen, die bessere Gelegenheiten zur Férderung der sprachlichen Produkti-
vitdt und des Sprachverstehens bei den Schillern bieten und mehr mathematischen Lernerfolg versprechen. In der
Literatur gibt es Vorschlage dafirr, den fragend-entwickelnden Mathematikunterricht so zu verbessern, dass er
diesen Zielen besser gerecht werden kann (3.3.1). Vor allem in der englischsprachigen Literatur ist viel von
Diskussion die Rede; es soll geprift werden, was darunter im Sinne der Sprachférderung verstanden werden
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kann (3.3.2). Eine wirksame Mdglichkeit, das Gesprach unter Schilern effektiv zu gestalten, bietet die Arbeit in
Kleingruppen (3.3.3). Aber auch der Lehrervortrag bzw. die Lehrerdarbietung soll auf ihre Eignung zum Errei-
chen der genannten Ziele hin analysiert werden (3.3.4).

3.3.1 Verbesserung des fragend-entwickelnden Mathematikunterrichts

The Mathematical Association (1987) geht von dem Gedanken aus, dass mindliche Sprachfahigkeiten im Fach
Mathematik genauso bedeutsam sind wie in anderen Lernbereichen des Unterrichts. Zeichnet man aber die
Sprachbeitrédge der Schiiler im Mathematikunterricht auf Tonband oder Videoband auf und verschriftet sie, so
erkennt man viele Situationen, in denen nur der Lehrer spricht oder die Schiler darauf beschrankt sind, Liicken
in Lehrersatzen auszufiillen. Diese Situation l&sst sich durch gezielte Anldsse zu zusammenhdngenden Sprach-
auflerungen verbessern, wobei dann mathematische Fachworter in behutsamer Weise einzufiihren sind.

Spontanes Sprechen erwéchst vor allem aus Tatigkeiten oder wenn Schiler tber ihre mathematischen Aktivita-
ten berichten. Es gilt Situationen zu schaffen, in denen die Schuler die Notwendigkeit zum zusammenhéngenden
Sprechen versplren. Der Lehrer muss seine Rolle in der unterrichtlichen Interaktion &ndern; vor allem muss er
bereit sein, Schilerbeitrdge konstruktiv aufzunehmen und sich dabei als guter Zuhérer zu erweisen. Stummes
Horen kann oft wichtiger sein als das Bemihen, Sprachbeitrage der Schiiler zu stimulieren. Die von den Schi-
lern gewéhlte Sprache muss akzeptiert werden; sie ist nicht zuletzt ein wichtiger Indikator fiir den Lernfort-
schritt.

Auch SULLIVAN & CLARK (1988) beschéftigen sich mit der Frage, wie man im Mathematikunterricht giinstigere

Sprachsituationen schaffen kann, als sie im ublichen fragend-entwickelnden Verfahren geboten werden. lhre

Ldsung, die sie an Beispielen exemplifizieren, ist: Der Lehrer muss bessere Fragen bzw. Aufgaben stellen, und

diese haben folgende drei Eigenschaften:

— Sie verlangen mehr als ein bloRes Wiederholen von Fakten oder das Reproduzieren einer Fahigkeit.

— Sie fordern von den Schillern Versuche, bei denen jeder Erfolgsaussichten hat und die dem Lehrer Schwie-
rigkeiten und begriffliche Fehlvorstellungen seiner Schiler enthiillen kénnen.

— Sie sind offen fiir mehrere verschiedene Antworten bzw. Ldsungen.

BARTOLINI-Buss! (1992) leitet seit Jahren ein Projekt der Handlungsforschung mit dem Titel ‘Mathematical
Discussion in Primary School’, ,.that aims at eliciting limits and potentialities of teacher-orchestrated whole class
discussion for the learning of mathematics at primary school level* (S. 1). Man kann von dem Versuch sprechen,
in Zusammenarbeit mit Lehrern den fragend-entwickelnden Unterricht so weiterzuentwickeln bzw. zu verbes-
sern, dass die Schiiler dabei bessere Lernergebnisse erzielen. Wichtigste Form sind lehrergeleitete Diskussionen
zu komplexeren Problemen, die von den Schiilern nicht allein geldst werden kénnen. Aufgrund von interpretati-
ven Analysen der aufgezeichneten und transkribierten Gespréche, die gleichermaRen den Interaktionsprozess wie
den Lerngegenstand zu erfassen versuchen, werden Unzulanglichkeiten aufgespirt, Veranderungen geplant und
auf ihre Wirkung hin geprift. Bisher wurden zwei Strategien zur Optimierung des Lernerfolgs herausgearbeitet.

Die eine Strategie soll das wenig effektive direkte und rhetorische Fragen sowie das Anfangen von Sétzen durch
den Lehrer, die von den Schiilern vollendet werden sollen, ablésen; sie heil’t ,,mirroring or echoing; that is repea-
ting a pupil’s utterance without any explicit evaluation and with a possible partial changement of formulation*
(S. 8). Dabei werden verschiedene Arten von ‘mirroring’ unterschieden: Genaues Wiederholen des Gesagten
(“echoing’), Wiederholen einiger aufeinander folgender AuRerungen, verbunden mit einer Zusammenfassung des
Gedankengangs (‘mirroring and summing up’) und Wiederholen einer AuRerung verbunden mit einer kleinen
Hilfe zum Fortfahren (‘mirroring with additional information’). Dadurch, dass er geduRRerte Gedanken an den
Schiler selbst zuriickspielt, gibt ihm der Lehrer Gelegenheit, eigene Ideen von anderen formuliert zu horen, auf
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diese Art Abstand von ihnen zu gewinnen und sie zu objektivieren, ohne dass ihm von auBRen her Normen oder
Ldsungen vorgegeben wirden.

Eine zweite Strategie zielt auf einen Ubergang zu dem, was BARTOLINI-BussI (1992) ,.theoretisches Denken*
nennt. Beispielsweise entschlielt sich der Lehrer, dadurch vom ,,empirischen* zum ,theoretischen Denken*
Uberzuleiten, dass er die Analyse gemeinsamer Erfahrungen der Schiller hervorhebt und allgemeine Beziehungen
zwischen den Gegenstanden herausarbeitet. Den Ubergang kann er mit verschiedenen Operationen ins Werk zu
setzen versuchen; geeignet ist ,,for instance direct solicitation of paraphrasing pupils’ utterances on a theoretical
level“ (S. 13). In diesem Fall werden SchilerdauBerungen mit Blick auf ein theoretisches Niveau zuriickgespielt
und in Richtung mathematisch bedeutungsvoller Erfahrungen generalisierend paraphrasiert.

Nach Meinung von KANE (1992) muss vor allem der negativen Wirkung des von Bauersfeld beschriebenen
Trichtermusters im fragend-entwickelnden Mathematikunterricht entgegengewirkt werden. Daher sollte sich der
Lehrer eines anderen Interaktionsmusters bedienen, das er — im Gegensatz zum ,,funnel pattern“ — ,focusing
pattern“ nennt. Dabei gilt es eine Situation zu schaffen, in der Schiiler ihr mathematisches Wissen und mathema-
tische Bedeutungen tatséchlich selbst konstruieren kénnen. Sie sollten Gelegenheit haben, tiber mathematische
Fragen und Probleme nachzudenken, selbst Lésungen fiir sie zu finden und ihre Ideen mit anderen Schiilern zu
diskutieren. Dies verlangt vom Lehrer allerdings, dass er die Gedanken der Schiiler ernst nimmt und deren Ideen
akzeptiert. Seine eigenen Beitrdge missen sich auf ,,Meta-Kommentare* beschrénken, die als Versuch zu verste-
hen sind, das Gesprach auf bestimmte Punkte zu lenken und von den Schillern gefundene zentrale Ideen festzu-
halten. ,,As a pattern of interaction focusing differs from funnelling in that it allows the teacher to direct the
child’s explanation back to the point at which the solution strategy is unique. The focusing questions of the
teacher does act to direct students attention to the salient features of a solution, but also allows students the op-
portunity to make sense of the strategy for themselves” (S. 10 f).

3.3.2 Diskussion im Mathematikunterricht

Das englische Wort discussion meint bei BARTOLINI-BuUSsI (1992) nichts anderes als eine modifizierte Variante
des fragend-entwickelnden Unterrichts. Der tblichen Bedeutung des entsprechenden deutschen Wortes kommen
Untersuchungen néher, die damit eine starker schiilerzentrierte Gesprachssituation im Auge haben.

The Mathematical Association (1987) meint, das Klassengesprach sollte nicht immer lehrergeleitet sein und sich
auch nicht immer nur zwischen Lehrer und Schilern abspielen. Wenn der Lehrer ein ermutigendes und von
Aufmerksamkeit geprégtes Klassenklima zu schaffen vermag, gelingen auch Diskussionen zwischen den Schii-
lern. In zahlreichen praktischen Beispielen werden Schiilergesprdche dokumentiert, die durch mathematische
Untersuchungen veranlasst sind und sich auf alle Stoffgebiete des Lehrplans erstrecken. Nicht zuletzt geben
Situationen aus der Umwelt, der modernen Technik und aus der Welt von Spiel und Sport sowie mathematische
Lernspiele gute Anlasse fiir Diskussionen zwischen den Schiilern.

DUFFIN (1986) versucht an eindrucksvollen Beispielen zu zeigen, wie fruchtbar Schiiler Gber Mathematik kom-
munizieren kénnen, wenn sie sich nicht im Rahmen des fragend-entwickelnden Unterrichts &uf3ern, wo sie nur zu
raten versuchen, was der Lehrer mit seiner Frage meint und als Antwort zu héren wiinscht, und wo der Lehrer
dazu neigt, jede Antwort zu verwerfen, die nicht mit seinen Intentionen in Einklang ist. Fruchtbare sprachliche
Aktivitaten werden angeregt, wenn sich Schiiler im Zusammenhang mit konkreten oder zeichnerischen Tétigkei-
ten wie etwa mit dem Einwickeln eines Zylinders (mit Papier) oder mit der zeichnerischen Lésung der Aufgabe
der Oberflachenberechnung fiir den Zylinder duern. Sprachférderung verlangt nach sinnvollen Situationen, die
verbale Aktivitdten anregen, eine sorgfaltige Auswahl von beantwortbaren Fragen bzw. Aufgaben und die Be-
reitschaft der Klasse, allen Beitragen der anderen zuzuh6ren und sie zu akzeptieren.
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Auch PIRIE (1991) beschaftigt sich mit einer Form der Diskussion, in der sich der Lehrer stark zuriicknimmt und
nur noch moderierend wirkt. Es scheint ihr sicher, dass diese dem Lehrer gute Einblicke in das Denken der Schi-
lers gibt (siehe Pimm 1987). Aber inwieweit kann sie auch das mathematische Verstehen férdern? In der Litera-
tur wird diese Art der Diskussion als ,Werkzeug der sprachlichen Forderung® (Flower) beschrieben. Sie wecke
Interesse und Freude am Lernen (Harvey) und stelle ein Ubungsfeld fiir klares und logisches Denken dar (Ur).
Aber solche Aussagen stellen keine direkte Beziehung zwischen Sprache und Verstehen her. Nach Meinung von
PIRIE muss klar unterschieden werden zwischen der Annahme, dass der Gebrauch der gesprochenen Sprache das
mathematische Verstehen fordert, und der, dass die Mathematik von sich aus den Gebrauch der Sprache schérfe.

Ihre eigene Untersuchung bezieht sich auf den Unterricht von vier Lehrern der Sekundarstufe, die die Diskussion

bewuRt und absichtlich als Bestandteil ihres Unterrichtsstils verwenden (siehe auch PIRIE & SCHWARZENBERGER

1988). Sie will Elemente der verbalen Interaktion festhalten, die auf irgendeine Weise als effektiv fiir mathema-

tisches Lernen erscheinen, und die den folgenden Kriterien fiir eine Diskussion entsprechen:

— Die Rede muss einen bestimmten Zweck verfolgen, d. h. wohl definierte Ziele haben und explizit oder impli-
zit von den Gruppenmitgliedern aufgenommen werden, an die sie gerichtet ist.

— Es muss eigenstidndige Beitrdge von Seiten der Schiiler geben, d. h. solche, die die Interaktion tatsachlich
voran bringen.

— Es muss wirkliche Interaktion stattfinden, d. h. die Sprachbeitrdge einzelner miissen durch die andere Schiler
aufgegriffen werden.

Mit Hilfe der Analyse von Transkripten solcher Unterrichtsepisoden sollen Gesichtspunkte zur Beurteilung des
Wertes von Diskussionen herausgearbeitet werden. Zwar zeigen die Diskussionen durchaus einen kohérenten
Gedankenaustausch zwischen den Teilnehmern; sie kommen aber manchmal zu einem irrigen Verstandnis von
mathematischen Begriffen und vor allem von Bedeutungen fachsprachlicher Bezeichnungen. Es besteht die
Gefahr, dass solches Missverstehen die Kommunikation mit Nicht-Beteiligten zusammenbrechen l&sst. Nur
wenige Gesprachsteilnehmer sprechen in vollstdndigen, grammatikalisch korrekt konstruierten Satzen. Sie wei-
chen der mathematischen Sprache aus und spicken ihre AuRerung mit unprézisen Hinweisen und Bemerkungen
wie ,dieses* ,,das da* und ,,dort*.

PIRIE meint zwar, dass die Unfahigkeit der Schiiler, klar iber Mathematik zu sprechen, nicht mit der Unféhigkeit
verknupft sein muss, mathematisch zu handeln oder zu verstehen, und dass ein reduzierter Gebrauch von Fach-
wdrtern nicht notwendig ein Indikator fir die Unféhigkeit sein muss, mathematisch zu denken. Doch handelt es
sich dabei nur um Mutmalungen und sie rdumt selbst ein, dass das Ergebnis ihrer Analysen nicht als Nachweis
fur die Annahme gesehen werden kann, dass die schilerzentrierte Diskussion als solche geeignet ist, das mathe-
matische Verstehen und die fachsprachliche Kompetenz der Schiler zu fordern.

BRISSENDEN (1980) grenzt die mathematische Diskussion vom ublichen fragend-entwickelnden Mathemati-
kunterricht mit folgender Definition ab: ,,We expect some interaction between the pupils to occur, and we expect
the various aspects of the mathematical activity to be open to everyone, rather than teacher and pupils having
clearly defined parts“ (S. 74). Die Zusammenarbeit im Rahmen einer Diskussion gibt den Schiilern sowohl das
Vertrauen wie auch die Fahigkeit, eigenstandig zu arbeiten.

Wichtige Grundlage fur Diskussionen sind, BRISSENDEN zufolge, mathematische Situationen, die Felder mogli-
cher Aktivitat er6ffnen. Sie kdnnen das Beiziehen eines Modells oder einer Anschauungshilfe einschlie3en.
Wichtig ist, dass sie eine Quelle von Fragen darstellen, deren Beantwortung mathematisches Tun erforderlich
macht. Als selbst erprobte Beispiele nennt er ,,Die Autoreise”, ,,Geburtstags- und Rugby-Tabellen®, ,,Flachenin-
halt des Trapez“, ,,Geschwindigkeit und Weg-Zeit-Graphen*. Durch Sprechen, Handeln und Zuhéren wird der
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Prozess des Aufbaus und der Priifung von Ideen unterstiitzt. Denn Schiiler bauen Ideen auf, indem sie Uber eine
Frage nachdenken, Materialien manipulieren oder sich an einem Gespréch beteiligen.

Gelingt es dem Lehrer, seine Rolle in der unterrichtlichen Interaktion zu &ndern, dann kann eine mathematische
Diskussion folgende charakteristische Merkmale annehmen: Die Teilnehmer sprechen zueinander und hdéren
einander zu, und zwar als gleichberechtigte Partner. Der Gruppenleiter hat die Aufgabe, das Gesprach zu ermuti-
gen und zu ordnen, nicht es zu steuern. Die Teilnehmer am Gesprach héren auf das, was tatsachlich gesagt wird,
und zwar nicht mit einer im Voraus konstruierten Menge idealer Antworten im Kopf. Die verschiedenen Formen
mathematischer Aktivitaten sind nach Mdglichkeit zur Teilnahme fir alle offen und es gibt keine klare Arbeits-
teilung zwischen dem Lehrer und den Schiilern. In seiner Rolle als Experte kann dieser allerdings provozierende
und hilfreiche Fragen stellen, Elemente der mathematischen Sprache einfiihren, die Aufmerksamkeit auf bedeut-
same Ideen lenken und deren Priifung empfehlen. Verlaufssteuernd hebt er Schillerideen hervor, fiihrt Schiler-
antworten weiter, bestatigt Gedankenentwicklungen, ermutigt und unterstiitzt die Beteiligung einzelner Schiler
am Gespréch.

Als typisch sieht BRISSENDEN einen Unterrichtsablauf an, der mit einer Lehrerfrage bzw. einer Aufgabe im Klas-
senunterricht beginnt, dann zu Einzelarbeit oder zur Diskussion in Kleingruppen tbergeht und nach einem I-
deenaustausch in der Klasse zu einer neuen Fragestellung fortschreitet. Dabei wéchst die mathematische Diskus-
sion in der Kleingruppe aus der Diskussion im Klassenverband heraus und miindet ihrerseits wieder in eine sol-
che ein. Auch fur die Kleingruppenarbeit wird sich der Lehrer darauf beschranken, wirksame mathematische
Situationen zu planen, die Arbeit der Schiler genau zu beobachten, zuzuhdéren, in geeigneter Weise zu interve-
nieren und das Denken der Schiler in Gang zu halten.

3.3.3 Kleingruppengesprach im Mathematikunterricht

Das Gesprach zwischen Partnern oder Kleingruppen im Rahmen der gemeinsamen Bearbeitung mathematischer
Aufgaben, der Losung mathematischer Probleme, der Durchfiihrung eines Experiments, der Formulierung eines
Berichts, oder einer Argumentation bzw. eines Beweises ist zwar Uber weite Strecken — abgesehen von den Pha-
sen, in denen sich der Lehrer bei seiner Betreuung mit einer der Gruppen beschéftigt — der Lehrerkontrolle ent-
zogen. Gleichwohl sollte man die Bedeutung dieses Gespréachs fur die Sprachférderung nicht unterschétzen.
Gerade die Abwesenheit der Kontrolle kann manchen Schiller ermuntern, sich unbefangen zu artikulieren und
seine Gedanken in das Gruppengesprach einzubringen. Jedenfalls kann die Gruppenarbeit die zusammenhangen-
de sprachliche Darstellung mathematischer Sachverhalte férdern (siehe RIEHL 1991).

BARNES & ToDD (1977) zeigen auf, wie sich die Partner in einer Gruppenarbeit durch den Gedankenaustausch
im Dialogs wechselseitig unterstiitzen: ,,By taking the trouble to elicit an opinion from someone else, or by util-
izing what has been said by extending it further, the group members ascribe meaningfulness to one another’s
attempts to make sense of the world. This helps them to continue, however hesitantly, with the attempts to shape
their own understanding by talking... (S. 36). Das Aufnehmen und Erweitern von Ideen und Ldsungsbemihun-
gen anderer bestatigen, dass der Schiiler der Arbeit seiner Partner Bedeutung zuschreibt. Das Gespréch in der
Arbeitsgruppe kann Gelegenheiten dafiir schaffen, dass die Schiiler nicht nur lernen, wenn sie selbst etwas erkla-
ren, sondern auch, wenn sie den Erklarungen ihrer Partner zuh6ren und einen Rahmen zu entwickeln versuchen,
in dem ihre eigenen Konstruktionen und die Partnererklarungen in gleicher Weise Sinn machen.

Freilich darf man nicht davon ausgehen, dass gelingende und fruchtbare Gesprache in der Gruppe eine Selbst-
verstandlichkeit seien. Es gilt, nach und nach eine angemessene Gesprachskultur zu entwickeln. Deren wichtigs-
te Merkmale kdnnten die folgenden sein:
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Alle Mitglieder der Gruppe sind regelmaRig in das Gespréach einzubinden. Kein Schiler darf die Rolle des
schweigenden Zuhdrers einnehmen, und kein Schiler darf das Gruppengesprach dominieren.
Gespréchsbeitrage anderer Teilnehmer sind méglichst aufmerksam zu verfolgen und schweigend anzuhéren,
bis sie beendet sind. Jeder bemiiht sich intensiv, den Gedanken seiner Gesprachspartner in deren Sinn zu ver-
stehen. Wer sich in einem eigenen Beitrag auf einen anderen zu beziehen wiinscht, ist aufgefordert, diesen zu
wiederholen (,,Du hast soeben gesagt, .... ich meine aber, ....").

Eigene Gespréachsbeitrage sind genau und sorgfaltig so zu formulieren, so dass die brigen Teilnehmer sie
leicht auffassen und im gemeinten Sinne verstehen kénnen; es muss alles versucht werden, iberzeugend zu
argumentieren.

Der eigenen Meinung oder Position widersprechende oder entgegenstehende Argumente anderer Gruppen-
mitglieder sind mit Umsicht zu behandeln und, falls nétig, sachlich und nicht persénlich zu kritisieren. Dabei
gilt die Regel: Zuerst Gberlegen, dann reden.

Ubrigen miissen Schiilergruppen lernen, Lehrerinstruktionen fiir die Gruppenarbeit aufmerksam zu lesen und
vor Eintritt in die Bearbeitung je einzeln mit eigenen Worten wiederholen. In Kleingruppen von mehr als

zwei Schillern muss ein Teilnehmer das Gespréch moderieren und ein anderer durch Notizen die anschlieRende
Erstellung eines Ergebnisberichts vorbereiten. Dieser Bericht muss gemeinsam diskutiert und ggf. von einem
dritten Schiller vorgetragen werden (siehe auch HoyLES 1985).

Mit verschiedensten Problemen dieser unterrichtlichen Sozialform setzt sich CiviL (1992) in ihrer Untersuchung
zu Kleingruppengesprachen im Mathematikunterricht auseinander, die sie mit ihrer Lehrerstudenten (angehen-
den Grundschullehrern) durchflihrte. Zentrale Ergebnisse seien nachfolgend in Zitaten vorgestellt:

M

O]

®)

»What takes place when students are encouraged to talk about a mathematics problem? ... How does the
task affect the discussion? One of my original goals in this study was to look at students’ explanation. One
problem that | was not able to solve to my satisfaction was to develop tasks that would ‘force’ students to
produce explanations? Sometimes, the tasks themselves were not appropriate. But another obstacle is: what
is an explanation? What is a description? | was looking for why’s, the students would often give the how’s,
and in quite a few cases, they thought that they were explaining. It is worth noting that as the course
evolved, some students started remarking but we are not saying why, we still are not saying why* (S. 20).
What about preciseness (or lack of) in the students’ talk? How ‘incorrect’ and careless should one allow
things to get for the sake of communication? ... | think that a command of the language of mathematics (in-
cluding the symbolism) would facilitate the students’ expression of ideas. But, a drawback is that students’
efforts at producing mathematical sounding statements because they believe that this is what they are sup-
posed to do can result in a loss of the mathematics content they are trying to word on... What is the relation-
ship (if only) between ownership of an idea and use of language? In some of the transcripts of the group
discussions | could see that as the problem became clearer in an student’s mind, her talk seemed to also be-
come clearer. Yet, | am unsure about how to document this process, if there is really such a process“ (S.
21).

How do diagrams and manipulatives fit in the process of communicating mathematics? ... On the revised
version of the division task, | had to insist that they use pictures, because they did not seem to be getting
anywhere. The dialogue between Joyce and Betsy given in page 8 comes after they actually drew it out for
smaller numbers and then ‘saw it’. Ann on the ‘mile problem’ (...) solved it correctly once she drew it out.
The base problem (in which base is (204), = (76),) Was successfully solved by Vicky who kept making
reference to the chips... | was left with the impression that they did not seem to view these visual devices as
a means to do mathematics, to solve a problem, but rather as an illustration of the answer (and perhaps
something that they had to do because | asked them to ‘illustrate’)“ (S. 22).
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(4) What did the students take away with them from this emphasis on talking about mathematics? Through
their journal entries and interviews. | gathered that they liked the flexibility, the relaxed atmosphere, the
fact that by sharing their ideas they were finding out different ways to go about a problem. By observing
them at work, discussing a mathematics problem. | was impressed by how involved they could get. Most of
them appeared to be enjoying doing mathematics. In teaching the course this way, one of my goals was to
give them a model for their future teaching that they could consider and adapt to their situation. But | won-
der, are these students ready or likely to promote a discussion approach to the teaching and learning of
mathematics?

3.3.4 Lehrerdarbietung und Individualarbeit im Mathematikunterricht

Der Lehrervortrag bzw. die Lehrerdarbietung wird heute als Unterrichtsform sehr kritisch beurteilt. " Begriindet
wird dies wohl vor allem damit, dass sie die Schiller zu wenig aktiviere und zu wenig an der Entwicklung neuer
Einsichten und Kenntnisse beteilige. Es gibt jedoch mindestens drei Studien, die der Annahme widersprechen,
dass die Lehrererklarung eine unzuldngliche Unterrichtsform sei (siehe BENNET 1976, STALLINGS 1976 und
BOURKE 1984). Aber auch STIGLER & BARNES (1988) kommen zu dem Urteil:

»First is the assumption that direct explanation is not a useful way to teach mathematics to young children.
There is a widespread belief in our society that concrete experiences are the best way to teach young chil-
dren, and that language will either go over their young heads, or lead to learning of a superficial kind. There
are two important findings from the Japanese observations that we need to ponder: (a) Young children are
capable of responding to, and apparently understanding, complex verbal explanations, and (b) it is possible
to stress both concrete experiences and verbal explanations at the same time. It is possible, in fact, that both
are necessary to promote high levels of learning” (S. 299).

Wenn man bedenkt, dass der gemeinsam erarbeitende Unterricht, bei niichterner Analyse, bezliglich der geisti-
gen Aktivierung der Schiiler bei weitem nicht hélt, was er zu versprechen scheint, dafiir aber eine Reihe von
Nachteilen mit sich bringt, dann wird man vielleicht eine gute Lehrerdarbietung in etwas anderem Licht sehen.
Mit einer ‘guten’ Lehrerdarbietung ist gemeint, dass sie wohl vorbereitet, tiberlegt aufgebaut, verstandlich for-
muliert, nicht zu rasch vorgetragen und zeitlich nicht allzu ausgedehnt ist, und dass sie der Lehrer — wo irgend
mdglich — mit Modellhandlungen, zeichnerischen Darstellungen und anderen Graphiken, evtl. auch mit schriftli-
chen Notationen unterstiitzt. So gestaltet bietet sie eine gute Gelegenheit zu aufmerksamer und konzentrierter
Wahrnehmung eines zusammenhdngenden Sprachstiicks. Sie kann in héheren Schulstufen eine wichtige Vorbe-
reitung auf das Lernen mittels VVortrag und Vorlesung im Hochschulunterricht darstellen.

Die bei einer Lehrerdarbietung fehlende sichtbare Eigenaktivitat der Schiler kann und sollte allerdings durch
begleitende (Mitnotieren) oder anschliefende Verarbeitung ausgeglichen werden. Erfolgt diese in Gruppen,
liefert die Darbietung den Schilern ausreichend Anlass zu intensivem Gespréach uber die richtige Interpretation
und zum Ringen um eine angemessene sprachliche Formulierung eines das Dargebotene reproduzierenden oder
anwendenden Textes. Erfolgt sie im Rahmen von Individualarbeit, so bietet sie eine gute Gelegenheit zu schrift-
licher Sprachproduktion.

Die Individualarbeit bietet — unabhé&ngig davon, ob es sich dabei um die Rekonstruktion bzw. die Anwendung
von sprachlich Wahrgenommenem, um die Protokollierung einer Aufgaben- bzw. Problemlésung oder um eine
spontane Sprachproduktion im Rahmen einer Exploration oder einer Mitteilung handelt — ein gute Gelegenheit,
dass der Lehrer mit einzelnen Schilern den oft so dringenden Dialog sucht. Dabei kann er sich tber die Kennt-

17 An Hochschulen und bei Fortbildungskursen hat er hingegen nach wie vor seinen festen Platz.
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nisse, das Verstehen und die Sprachentwicklung eines Schilers informieren. Der Schiiler seinerseits kann seine
Gedanken und Formulierungen der unmittelbaren Kontrolle durch einen kompetenten Gespréchspartner ausset-
zen. Gerade deshalb hat auch Alleinarbeit - nicht nur im Rahmen der Hausaufgaben, sondern auch im alltagli-
chen Unterricht — einen berechtigten und bedeutsamen Platz.
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4. Sprachforderung im Mathematikunterricht

Die Analysen zur mathematischen Fachsprache (Kapitel 1) zum Zusammenhang zwischen Sprache und Mathe-
matiklernen (Kapitel 2) und zur sprachlichen Kommunikation im Fach Mathematik (Kapitel 3) haben deutlich
gemacht, dass der didaktische Ort der Sprache im Mathematikunterricht mit groRer Sorgfalt gewéhlt und ihre
Funktion in der unterrichtlichen Kommunikation in mancher Hinsicht neu bestimmt werden muss. Dabei ist
nicht nur dem Sprachverstehen und der sprachlichen Eigenaktivitat der Schiller allgemein ein hoher Stellenwert
einzurdumen (ein hoherer, als in der gegenwartigen Unterrichtspraxis ublich) und so deren haufig zu beobach-
tende ‘mathematischen Sprachlosigkeit’ zu Uberwinden. Es fiihrt auch kein Weg daran vorbei, ihre fachsprachli-
che Kompetenz und Performanz der Schiller gezielt und in angemessener Weise zu fordern und zu entwickeln.
Davon soll in diesem vierten Kapitel die Rede sein.

Zuerst werden Aufgaben und Ziele fur eine Sprachférderung im Mathematikunterrichts formuliert und diskutiert
(4.1), dann in methodisch konstruktiver Weise Formen und Mdglichkeiten der Forderung des Sprachverstehens
aufgezeigt (4.2), Anregungen zur Sprachproduktion, insbesondere zur Produktion eigener Texte durch die Schi-
ler gegeben (4.3) und Beispiele fir gezielte Sprachreflexion vorgestellt (4.4).

4.1 Ziele und Aufgaben

Was die Ziele und Aufgaben der Sprachférderung im Mathematikunterricht angeht, soll nach allgemeinen bzw.
formalen (4.1.1) und spezifisch die Fachsprache betreffenden (4.1.2) Zielen unterschieden werden.

4.1.1 Allgemeine Ziele der Sprachférderung

Fur den Gebrauch der Sprache durch Schiler und Lehrer im Rahmen der unterrichtlichen Kommunikation lassen

sich drei Aufgaben unterscheiden:

— das Verstehen von sprachlichen AuBerungen des Lehrers und der Mitschiiler sowie von (schriftlichen) Texten
(Sprachverstehen),

— das Hervorbringen eigener sprachlicher AuRerungen und Texte (Sprachproduktion) und

— das ‘Ubersetzen’ von gesprochener Sprache in geschriebene und umgekehrt. Diese drei Aufgaben sollen kurz
skizziert werden.

a) Sprachverstehen

Die Schiler héren im Mathematikunterricht fachliche Erklarungen, Instruktionen und Kommentare des Lehrers

sowie die verbalen Beitrdge von Mitschillern. Sie lesen Aufgabentexte sowie Erkldrungen und Anleitungen, die

ihnen auf der Wandtafel oder auf Folien, auf Aufgaben- oder Arbeitsblattern sowie in Lehr- und Ubungsbiichern

prasentiert werden. Gelegentlich werden sie auch mit der Lektiire von Texten befasst, die ihre Mitschiler produ-

zieren. Wenn diese miindlichen SprachauRerungen und Texte zum Lernerfolg der Schiler beitragen sollen, mis-

sen gewisse Voraussetzungen fur ihre Auffassung und ihr Verstehen erfillt sein. Es geht um verstehendes Zuho-

ren und Sinn entnehmendes Lesen. Dazu gehéren insbesondere die Bereitschaft und die Féahigkeit,

— aufmerksam zuzuhdren bzw. konzentriert zu lesen, um eine vollstandige inhaltliche Erfassung sicherzustel-
len,

— das Gehorte oder Gelesene in interpretativer Haltung fur sich moglichst klar gedanklich zu strukturieren und
es reflexiv zu verarbeiten,

— das Wahrgenommene aktiv zu rekonstruieren und es mdglichst sinngetreu mit eigenen sprachlichen Mitteln
wiederzugeben und

— das Gehorte bzw. Gelesene kritisch zu befragen und nach explikablen Kriterien zu beurteilen.
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ROMMETVEIT (1985) zufolge ergeben sich Lerngelegenheiten in natlrlicher Weise im Verlauf von Dialogen, die
durch ein ausdriickliches Bemuhen um Kommunikation gekennzeichnet sind. Ob ein Zustand der Intersubjektivi-
tat erreicht wird, hangt ab von grundlegenden dialogischen Gesprachsmustern, vom Vorrang des Sprechers zu
entscheiden, was er meint, und dem Bemilhen des Horers, dem Gesagten Sinn zu geben und die Sichtweise des
Sprechers einzunehmen.

b) Sprachproduktion

Das Einbringen von Sprachprodukten in den Unterricht erscheint zunachst vornehmlich eine Aufgabe des Leh-
rers zu sein: Mundlich formuliert er im gemeinsam erarbeitenden Unterricht Instruktionen und Kommentare oder
gibt Erklarungen;, schriftlich préasentiert er den Schillern Lern-, Ubungs- und Priifungsaufgaben. Doch ist
Sprachproduktion gleichermaRen eine wichtige Aufgabe fur die Schiler. Auch wenn man das Verstehen von
verbalen AuRerungen und Texten nicht als eine passive Aufnahme von Bedeutungen, sondern als aktiven Pro-
zess einer individuellen Sinnkonstruktion auffasst, kann sich der Lehrer im Mathematikunterricht nicht mit auf-
merksamem Zuhéren und Lesen zufrieden geben. Die im Kapitel 2 angestellten Uberlegungen und vorgetrage-
nen Befunde verweisen auf die Notwendigkeit, dass die Lernenden selbst sprachlich aktiv werden.

Die Schiler sollen im Rahmen des gemeinsam erarbeitenden Unterrichts Antworten auf Lehrerfragen, eigene
Beobachtungen und Gedanken mdglichst zusammenhangend — und nicht nur in der hdufig zu beobachtenden
Form fragmentarischer Wort- oder Satzergdnzungen bzw. nichtssagender Antwortfragmente — vorbringen. Eben-
so haben sie ausfuhrlich iber die in einer hduslichen oder schulischen Alleinarbeit oder in unterrichtlicher Part-
ner- und Gruppenarbeit unternommenen Aktivititen, Uber dabei gewonnene Erkenntnisse, angewendeten L6-
sungsverfahren oder gefundene Ldsungen zu berichten. Die Schiiler sollten solche Berichte auch in schriftlicher
Form abfassen konnen. lhr ‘schriftlicher Ausdruck’ im Fach Mathematik darf nicht auf das Niederschreiben
normierter Verfahrensprotokolle beschrankt bleiben; er muss eigenstandig formulierte Texte einschlieRen.

¢) Ubergang von verbaler zu schriftlicher Darstellung und umgekehrt

Im Mathematikunterricht missen Schiller auch verbale sprachliche Darstellungen verschriftlichen und, umge-
kehrt, Texte in gesprochene Sprache tberfilhren kdnnen. VVon der Zielstellung her relativ einfach und in der
Praxis (zu) haufig geiibt ist der Ubergang von einem vornehmlich in normierten Symbolen geschriebenen ma-
thematischen Text zu einer entsprechend normierten Verbalisierung und umgekehrt. Es ist ein Lesen bzw.
Schreiben in Form einer umkehrbar eindeutigen Zuordnung von Wértern zu Symbolen bzw. Symbolsystemen.
Man kann hier im strengen Sinn von einem Prozess der Enkodierung bzw. Dekodierung sprechen, sofern man
die Symbole als Kode fiir verbale Bezeichnungen mathematischer Begriffe, Beziehungen sowie arithmetisch-
algebraischer und logischer Operationen sieht. Dabei reicht es nicht aus, wenn ein Schiiler die Regeln fiir das
Lesen mathematischer Texte kennt und diese fehlerfrei in gesprochene Sprache Uberfiihrt, ohne genaue Bedeu-
tung zu kennen, oder wenn er umgekehrt ohne erkennbares Verstandnis eine normierte Verbalisierung fehlerfrei
in fachlichen Zeichen zu notieren vermag.

Der Mathematiklehrer kann sich keinesfalls mit der Fahigkeit der Schiller zu mechanischem Lesen und Schrei-
ben begniigen. Er sollte eine eventuelle Eins-zu-eins-Zuordnung zwischen Verbalkode und Zeichenkode aufzu-
brechen trachten, und die Schuler stattdessen anleiten, mathematische Gedanken in verschiedener Weise zu
verbalisieren und zu notieren. Bedeutsam erscheint auch ihre Fahigkeit, Texte interpretativ, d. h. auch paraphra-
sierend und umschreibend zu ‘lesen’ und verbale mathematische Darstellung beim Ubergang zur Notation zu
vereinfachen und zu verkirzen. Prdgnanz im Sinne einer gewissen ‘Schreibokonomie’ sollte im Unterricht mehr
ein Kennzeichen schriftlicher Darstellungen sein, wahrend die zugehérige Verbalisierung eher ausfuhrlich, auch
redundant gestaltet sein kann.
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Die vorausgehend genannten allgemeinen Aufgaben und Ziele des Sprachgebrauchs mdgen zunéchst wenig
spezifisch fiir das Fach Mathematik erscheinen. Sicherlich erwartet man auch in anderen Féchern von den Schi-
lern, dass sie verstandig am Unterrichtsgesprach teilnehmen und Texte sinnerfassend lesen kénnen. Doch schon
das Auffassen und das Bearbeiten von mathematischen Aufgaben, das Definieren von Begriffen, das Formulie-
ren von Lehrsatzen und das Beweisen stellen Sprachinhalte von einer spezifischen, vor allem der Mathematik
zugeschriebenen Charakteristik dar. Spezielle sprachbezogene Lernziele erwachsen jedoch vor allem aus dem
besonderen Charakter der Sprache im Mathematikunterricht, die, wie oben bereits besprochen, zumindest teil-
weise vom Gebrauch fachsprachlicher Mittel und der Beriicksichtigung fachsprachlicher Konventionen und
Grundsétze gepragt ist. Eine genauere Beschéftigung mit diesem Problemkreis erméglicht es, die diesbezigli-
chen Aufgaben und Ziele zu prézisieren.

4.1.2 Forderung der fachsprachlichen Kompetenz

Nachfolgend sollen die Bedeutung und der angemessene Umfang der fachsprachlichen Kompetenz der Schiler
diskutiert und Ziele fur die Forderung dieser Kompetenz formuliert werden.

a) Bedeutung der fachsprachlichen Kompetenz

Das Sprachverstehen der Schiler erhélt im Fach Mathematik dadurch einen besonderen Charakter, dass die Leh-
rer- und die Mediensprache unvermeidbar mit Elementen des fachsprachlichen Registers durchsetzt sind. Es
muss den Schilern gelingen, die Spannungen zwischen dem ihnen verfligbaren alltdglichen Register und dem
mathematischen Register aufzulésen und die ihnen daraus erwachsenden Schwierigkeiten zu berwinden. Die
Schiiler sollen auch lernen, sich in ihren eigenen Sprachprodukten sowie bei der ‘Ubersetzung’ von miindlicher
in schriftliche Sprache und umgekehrt selbst des fachlichen Registers zu bedienen. Wesentlich fur das Gelingen
dieses Zieles kann die Erfahrung sein, dass die Beherrschung der Fachsprache fiir den Schiiler erkennbare Vor-
teile bringt.

Eine Teilhabe der Schiler an der durch die mathematische Fachsprache verbundenen Wissens- und Kulturge-
meinschaft sollte dazu angetan sein, ihre Fahigkeit zu mathematischem Denken und Handeln férdernd beeinflus-
sen und entscheidend formen. Ihre Féahigkeit, mathematische Sachverhalte in zusammenhéangender Rede und
komplexen Texten mit fachsprachlichen Mitteln verstandlich und genau darzustellen, kénnte ein Ausweis dafir
sein, dass es ihnen gelungen ist, sich mathematisches Wissen anzueignen und mathematische Fahigkeiten zu
entfalten.

Neben der kognitiven kommt der mathematischen Fachsprache auch eine kommunikative Funktion (im Sinne
von KLix 1971) zu. ELLERTON & CLEMENTS (1991) zeigen an Hand von Beispielen — vor allem von Presseaus-
zligen —, wie sehr unsere Alltagssprache mit Mathematik durchsetzt ist. In einem siebenzeiligen Zeitungsbericht
lUber bedrohte Tierarten in Australien finden sich, neben einer Reihe von Zahlenangaben, Ausdriicke wie “vier-
tausend Jahre lang’, ‘in einem alarmierenden Ausmald’, ‘seit’, ‘1788’ (als Jahreszahl), ‘innerhalb der néchsten 10
bis 20 Jahre’, ‘Hunderte von Tierarten’, ‘kdnnten fiir immer verschwinden’. Ein solcher Text ,,...illustrates not
only how apparently simple language can incorporate deceptively complex mathematical concepts and conven-
tions, but also how language, mathematics and Western culture are necessarily and inevitably intertwined” (S. 7).
Die Schiuler mussen lernen, solche Texte zu verstehen, und das heifit auch, die in ihnen auftretenden mathemati-
schen Begriffe bedeutungsgerecht aufzufassen.

FISCHER (1986) auBert sich zum Problem von Kommunikation und Mathematik in sieben teils provokanten,

dialektisch angelegten Thesen und zeigt damit, in welche Form von Sprachverwendung die Schiller einzufiihren
sind:
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»Mathematik regelt das Zusammenleben der Menschen in vielen Bereichen. Sie ist gleichzeitig Mittel und
System der Kommunikation. Damit stellt sie eine Verbindung zwischen dem Individuum und der Gesell-
schaft her (S. 121). Mathematik hat Bedeutung in vielen Lebensbereichen. Sie erfasst nur das, was sich
verallgemeinern lasst bzw. unabhéngig von Besonderheiten individueller Verhaltnisse und objektiv ist und
hat dafiir besondere Regelsysteme entwickelt.

»Mathematik ist anschauliche Kommunikation tiber Unanschauliches* (S. 122). Ihr Gegenstand sind nicht
die (wahrnehmbaren) ‘Dinge’ selbst, sondern Beziehungen zwischen ihnen, Strukturen. Doch ist auch die
Vergegenstandlichung des Abstrakten konstitutiv fir sie.

»Mathematik ist einfach, klar und undurchsichtig“ (S. 123). Simple Schliisse schliet sie zu komplexen
Kombinationen zusammen, die dann schwer durchschaubar werden.

»Mathematik ist prézise und eindeutig und erleichtert bzw. behindert dadurch Kommunikation. Der
Zwangscharakter ermdglicht Freiheit” (S. 124). Préazision erleichtert Kommunikation durch Vermeidung
von Missverstandnissen. Genau mit dem gleichen Mittel tétet sie aber auch das Gesprach ab, weil es nichts
mehr zu erdrtern gibt. Der Zwang der inneren Ordnung macht frei gegenuiber &ulRerer Autoritét.
»Mathematik ist mehrdeutig und beliebig. Sie benétigt daher auch autoritare Unterdriickung® (S. 125). Mit
dieser Antithese zur vorausgehenden These hat Fischer den Bezug der Mathematik zur Wirklichkeit, ihre
Beliebigkeit in der Darstellung und die Orientierung an ihrer Entwicklung im Auge. Es entsteht die Not-
wendigkeit, mdgliche Willkar durch strenge Autoritat abzufangen.

»Mathematik erfordert Meta-Kommunikation und behindert deren Entwicklung® (S. 127). Gerade Mehr-
deutigkeit und Beliebigkeit machen es erforderlich, aus der Objektebene herauszutreten und ein tber das
explizite Wissen hinausgehendes ‘Metawissen’ zu aktivieren. Weil aber die Meta-Kommunikation subjek-
tiven Charakter hat, wird ihr in der Kommunitat zu geringe Bedeutung zugemessen.

»Mathematische Kommunikation ist abgeschlossen und zirkular. Ihre Selbstgenligsamkeit entspricht einem
Hang zur Selbstbegrenzung oder zum Totalitarismus® (S. 129). Mathematik neigt dazu, die Form ihrer Té&-
tigkeit zu ihrem Inhalt zu machen und ihre Erkenntnis nicht auf auerhalb Liegendes zu beziehen. Sie tragt
das Kriterium flir Wahrheit in sich selbst.

Umfang der fachsprachlichen Kompetenz

Wenn nachfolgend Ziele zur Férderung der fachsprachlichen Kompetenz und Performanz formuliert werden, so
sollten diese als Maximal- und Endziele des schulischen Mathematikunterrichts aufgefasst werden. Sie kénnen
selbstverstandlich nicht alle schon zu Beginn des Mathematikunterrichts angestrebt und auch nicht bei allen
Schilern im gleichen Umfang erreicht werden. Die Ziele sind gegebenenfalls auf mindestens drei Arten didak-
tisch zu modifizieren:

durch Beschrankung im Umfang (quantitative Restriktion): Auf einen Teil der Ziele oder einige ihrer inhalt-
lichen Aspekte wird verzichtet. So I&sst sich etwa die Anzahl der Bezeichnungen und Symbole, welche die
Schuler kennen sollen, reduzieren.

durch Beschrédnkung im kognitiven Anspruch (qualitative Restriktion): Beispielsweise bleiben die mathema-
tischen Bezeichnungen und Symbolen zugeordneten Fachbegriffen in ihrem Allgemeinheitsgrad oder Abs-
traktionsniveau eingeschrankt. Oder bei Texten wird der Grad an Pradgnanz bewusst niedrig gehalten, um die
sprachliche Auffassungskraft der Schiler nicht zu tiberfordern; der Lehrer versucht etwa bei Erklarungen und
Beweisvorfiihrungen bewusst redundant zu sprechen.

durch Beschréankungen im Lerntempo (temporére Restriktion): Es wird, ohne dass notwendig eine Verande-
rung der Lernziele nach Umfang oder Anspruch vorgesehen waére, der Zeitpunkt hinausgeschoben, zu dem
sie erreicht sein missen.



136

Restriktionen lassen sich vor allem mit dem Alter bzw. dem kognitiven Entwicklungsstand der Schiiler begrin-
den. Man unterstellt z. B., dass die Auffassungskraft oder das Leistungsvermdgen des generalisierenden, abstra-
hierenden und formalen Denkens in einer gegebenen Altersstufe nicht ausreicht, um die Lernziele voll erfiillen
zu konnen. Riickstande in der kognitiven Entwicklung kdnnen freilich auch andere als Altersgriinde haben, z. B.
ungeniigende hausliche Férderung oder unginstige schulorganisatorische Bedingungen.

Ein anderer Gesichtspunkt ist der Stoffkanon einer Klasse bzw. eines Schulzweiges fiir das Fach Mathematik.
Wenn beispielsweise ein (amtlicher) Lehrplan fir die Hauptschule als Lehrinhalte nahezu ausschlieRlich Be-
rechnungsverfahren vorsieht, so hat es wenig Sinn, die Schiller mit Denk- und Begriffsmitteln der mathemati-
schen Logik auszustatten. Die Beschaftigung mit der Problematik von Aussagen und Aussageformen scheint fehl
am Platz, wenn man (ber einfache Anwendungsbeispiele mit linearen Gleichungen in einer Unbekannten nicht
hinauskommt. Der Stoffkanon ist im Kontext der Gesamtbildungsaufgabe zu sehen, die einer Schulart bzw.
einem Schulzweig gestellt ist. Wenn etwa die bayerische Hauptschule in ihrem Lehrplan das Schwergewicht
deutlich auf einen anwendungsbezogenen Mathematikunterricht legt, erlaubt oder verlangt das stérkere Restrik-
tionen hinsichtlich der Férderung der Fachsprache als etwa im Fall des Gymnasium mit seiner starkeren Orien-
tierung an einem systematischen Theorieaufbau. Hier erscheint es sinnvoll und méglich, mit Fachbezeichnungen,
fachlicher Symbolik und fachlichen Sprachformen konstruktiv und konsequent zu arbeiten.

Restriktionen, die fur die Schilersprache vorgesehen sind, sollten auch in Bezug auf die Sprache des Lehrers und
des Mediums gelten, ja miissen von ihnen gesteuert werden. Es muss gegebenenfalls auf die Verwendung gewis-
ser Fachtermini und auf den expliziten Gebrauch logischer Sprachstrukturen verzichtet werden. Anderseits durfte
es fur die unterrichtliche Kommunikation forderlich sein, wenn die Sprache des Lehrers wie diejenige der Lern-
medien einen mdglichst hohen Standard verkérpert. Die Vorbildfunktion und pragende Kraft kann den Lernpro-
zessen der Schiler wichtige Impulse geben. Jedenfalls wird die Sorgfalt, mit der ein Lehrer die Sprache im Ma-
thematikunterricht handhabt, mehr sprachfordernde Wirksamkeit entfalten als wiederholte Vorschriften oder
Ermahnungen zu angemessenem Sprachgebrauch.

c) Ziele zur Férderung der fachsprachlichen Kompetenz

Welche Aufgaben und Ziele lassen sich zum Bereich der Forderung fachsprachlicher Kompetenz im Einzelnen
formulieren?

Zum ersten ergeben sich flr die Sprachférderung der Schiler Ziele zum Umgang mit fachlichen Bezeichnungen

und Symbolen:

— Die Schiler sollen die fachlichen Bedeutungen von Bezeichnungen mathematischer Objekte und Relationen
sowie von Symbolen fur mathematische Konstanten kennen und diese sinnvoll verwenden kdnnen.

Die Rede ist hier von Bezeichnungen und Symbolen wie "Trapez", "35", "Gleichung", "... ist parallel zu ...",
"... ist kleiner als ...", "... plus ... ist gleich ...", "... ist grofter gemeinsamer Teiler von ... und ..." usw.. Es
kann nicht geniigen, dass die Schiiler Bezeichnungen als solche wiedererkennen und Symbole lesen kénnen.
Das Ziel umfasst moglichst genaue Vorstellungen von deren fachlich Ublicher Bedeutung. Handelt es sich
dabei um Worter der Alltagssprache, so missen die Schiler nicht nur der vertrauten Bedeutung eine oder
mehrere neue, 'mathematische' Bedeutungen hinzufiigen, sondern diese auch von der alltagssprachlichen un-
terscheiden lernen. Beim Sprachverstehen muss es ihnen gelingen, von den mdglichen (umgangs- und fach-
sprachlichen) Bedeutungen je nach Kontext die jeweils angemessene oder geeignete auszuwahlen bzw. aus
dem Zusammenhang zu erschlieRen. Bei selbst produzierten SprachduRerungen und Texten missen die Schi-
ler zunehmend féahig werden, mathematische Bezeichnungen und Symbole in fachlich Giblicher Bedeutung zu
verwenden.
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Die Schiiler sollen die Bedeutung von Variablen verstehen und diese im mathematischen Sinn gebrauchen
koénnen.

Furs erste gilt es zu erkennen, ob ein Zeichen als Variable oder als Konstante gebraucht wird. Die Unter-
scheidung kann schwierig sein, wenn gleiche Buchstaben einmal als Namen zur Bezeichnung bestimmter
Objekte, Mengen, Punkte und dergleichen, ein andermal aber als Platzhalter verwendet werden. Gleichwohl
mussen die Schiller einsehen, dass Ausdriicke mit Variablen eine verallgemeinerte Form von Ausdriicken mit
Konstanten darstellen und jeweils fur eine Klasse solcher Ausdriicke stehen. Sie missen wissen, dass zu je-
der Variablen ein ‘Einsetzbereich’ gehért, dessen Elemente an ihre Stelle gesetzt werden dirfen, und fahig
sein, nach Ersetzung der Variablen in Termen Funktionswerte zu bestimmen und tber den Wahrheitswert der
entstehenden Aussagen zu entscheiden. Falls der Einsetzbereich nicht explizit angegeben ist, muss er aus
dem Zusammenhang erschlossen werden.

Die Schiiler sollen fahig werden, selbst mathematische Operationen und Beziehungen mittels Variablen in
verallgemeinerter Form darzustellen (Term- oder Gleichungsansatz). Auch hier miissen sie beachten, dass zu
jeder Variablen ein Einsetzbereich gehort und dieser eigens anzugeben ist, wenn er nicht in evidenter Weise
aus dem Zusammenhang hervorgeht.

Beziiglich komplexerer Spracheinheiten lassen sich fiir den Unterricht folgende Aufgaben und Ziele formulieren:

Die Schiler sollen Definitionen mathematischer Begriffe interpretieren und unter angemessener Verwendung
fachsprachlichen Mitteln selbst formulieren kénnen.

Es geht zuerst um die Fahigkeit, mit vorgegebenen Definitionen angemessene Bedeutungsvorstellungen zu
verbinden, d. h. die vom Sprecher oder Textautor jeweils intendierten Bedeutungen moglichst genau aufzu-
fassen. Wichtig sind dabei eine deutliche Abgrenzung des Begriffsumfangs, ein prazises Erfassen des Beg-
riffsinhalts und eine klare Bedeutungsunterscheidung von benachbarten Begriffen. Die Schiler sollen auf-
grund von Definitionen die Reprasentativitat von Objekten fiir Begriffe entscheiden und auch Sonderfélle
auswahlen bzw. herstellen kénnen sowie Unter- und Oberbegriffe identifizieren. Sie sollten sensibel werden
flr das Problem der Polysemie und der Synonymie von Bezeichnungen und dabei die Kontextgebundenheit
und den Vereinbarungscharakters der Zuordnung von Bezeichnungen bzw. Symbolen und Bedeutungen be-
riicksichtigen. Schlielich sollten sie in der Lage sein, in Definitionen Unvollstandigkeiten zu erkennen und
ermuntert werden, sich im Fall von Unklarheiten im Begriffsverstandnis tber die gemeinte Bedeutung zu in-
formieren.

Was ihre eigenen miindlichen oder schriftlichen Definitionen angeht, miissen die Schiler unterscheiden ler-
nen zwischen einer Aneinanderreihung von Merkmalen, die Referenzobjekten gemeinsam sind (einem
Merkmalskatalog) und einer Definition, die aus diesem Katalog gerade so viele Merkmale herausgreift, wie
zur eindeutigen Bestimmung des Begriffsinhalts notwendig sind.

Die Schiiler sollen Ldsungsprozesse fur mathematischer Aufgaben, insbesondere auch von Argumentations-
und Beweisaufgaben unter Verwendung fachsprachlicher Mittel formulieren kénnen.

Es geht vor allem darum, dass die Schiler beim Formulieren von Texten darauf achten, dass der Horer bzw.
Leser eine moglichst klare Vorstellung zur Bedeutung der verwendeten mathematischen Bezeichnungen und
Symbole gewinnen kann. Das verlangt das Vermeiden von Inkonsistenzen in der Begriffsfestlegung, d. h. ei-
nes Bedeutungswechsels verwendeter Bezeichnungen und eines Bezeichnungswechsels flr gleiche Bedeu-
tungen sowie inhaltlicher Widerspriiche.

Die Schiler sollen logische Aussageverkntpfungen korrekt erfassen und Elementaraussagen logisch korrekt
verkniuipfen kénnen.

Dazu gehort, verneinte sowie mit und (im Sinne von 'sowohl als auch’) verkniipfte Aussagen im mathemati-
schen Sinn aufzufassen, bei Verknlpfungen von Aussagen durch oder zwischen Disjunktion (einschlieRen-
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des 'oder") und Alternative (im Sinne von ‘entweder - oder’) zu unterscheiden; ebenso zwischen Verknlipfun-
gen mit 'wenn ... dann' und 'genau dann ... wenn'. Die Schiiler sollen fachsprachliche Aussagen auf ihre logi-
sche Verknlpfungsstruktur hin untersuchen und verstehen kénnen. Das Verstehen von Aussageverkniipfun-
gen soll sich allenfalls auch auf ihre Formalisierung in Zeichen wie —, A, v, = und < erstrecken. Es gilt da-
bei, aufgrund der Kenntnis des Wahrheitswerts von Elementaraussagen den Wahrheitswert von Aussagever-
kniipfungen festzustellen.

Umgekehrt sollen die Schiler lernen, Aussagen korrekt zu verneinen sowie mit 'und' (im Sinne von 'sowohl
als auch’) zu verkniipfen, ‘oder' in angemessener Weise in einschlielendem bzw. ausschlieBendem Sinn zu
verwenden sowie zwischen Implikation (Verkniipfung mit 'wenn ... dann’) und Aquivalenz (Verkniipfung mit
‘genau dann ... wenn') zu unterscheiden. Nach und nach sollten sie auch selbst die entsprechenden Junktoren
in formalisierter Form gebrauchen kénnen.

Die Schuler sollen quantifizierte Aussagen korrekt auffassen und selbst bilden kénnen.

Die Schiiler miissen zunehmend in der Lage sein, die Bedeutung mathematisch normierter Quantoren (Exis-
tenz- und Allquantor) zu verstehen. Besonders in der Mengensprech- und Mengenschreibweise sind Allaus-
sagen verborgen, mit deren Gebrauch die Schiler in gewissem Umfang vertraut sein sollten.

Die Schuler sollten auch selbst mit Quantoren verbundene Aussagen formulieren kénnen. Dabei diirfen sie
sich auch alltagssprachlich tblicher Ausdrucksmittel bedienen, wenngleich ein zunehmender Gebrauch ma-
thematisch normierter Quantoren (Existenz- und Allquantor) erstrebenswert erscheint.

Die Schiiler sollen wichtige Konventionen des mathematischen Sprachgebrauchs kennen und als solche auf-
fassen bzw. verwenden.

In erster Linie ist hier an Bezeichnungskonventionen zu denken wie allgemein verbreitete Abkilirzungen
(z. B. fir GroBeneinheiten wie cm, dm? mm?®) und Symbole (z. B. N fiir die Menge der natiirlichen Zahlen, >
flr ,,groRer oder gleich®, = fur ,folgt” bzw. ,,dann“, | fiir »parallel”), aber auch an Vereinbarungen wie den
Klammervorrang beim Berechnen algebraischer Terme, die Klammerersparnisregel (,,Punkt-vor-Strich®),
Schreibvereinfachungen wie x fiir 1 x und ab fur a b und schlielich an normierte Schreibweisen wie bei den
schriftlichen Verfahren der Addition oder Division.

Die Schuler sollen mit speziellen Grundsétzen_des mathematischen Sprachgebrauchs vertraut sein.

Zu den hier gemeinten Grundsétzen gehdren vor allem die im Kapitel 1 beschriebenen: Serialisierung,
Gleichartigkeit der Konfiguration und alphabetische Korrespondenz, Symmetrie und Dualitat, Wohlgeformt-
heit und Konfiguralitat.

Was bei vielen Ubergéngen von einer Darstellungsform in eine andere, vor allem aber beim symbolischen
Darstellen eines mathematischen Gedankens vom Schiiler verlangt werden muss, kann man als Linearisie-
rung und Delinearisierung bezeichnen. Sprachliche AuBerungen und Texte stellen wegen des grundsatzlich
sequentiell-linearen Charakters der gesprochenen Sprache vernetzte begriffliche und implikatorische Bezie-
hungen in einer zeitlichen Abfolge von Gedankenschritten dar. Damit die Schiiler die gedachte Struktur der
gedanklichen Zusammenhdnge verstehen, miissen sie daher die vernetzte Begriffs- und Implikationsstruktur
aus dem linear angeordneten Text gedanklich rekonstruieren. Umgekehrt verlangt die sprachliche Darstellung
von begrifflichen und implikatorischen Zusammenhéngen sowie beziehungsreich vernetzten mathematischen
Gedanken die Uberfilhrung einer netzférmigen in eine sequentiell-lineare Struktur, aus welcher der Horer
bzw. Leser dann die Netzstruktur wieder zu rekonstruieren vermag.

Linearisierung und Delinearisierung lassen sich aber auch auf einige mathematische Symbole wie z. B.
Summen- und Integralzeichen oder Matrizen beziehen, die nicht linear, sondern flachenhaft gestaltet sind,
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dennoch aber linear gelesen werden missen. Zu dieser Form der Linearisierung missen die Schiiler ebenso
befahigt werden, wie umgekehrt zur flachenhaften Notation eines gelesenen mathematischen Textes.

— Die Schiler sollen bei der Formulierung fachlicher Texte nach angemessener Vollstandigkeit streben.
Von den Schilern formulierte Begriffsbeschreibungen, Definitionen, Argumente und Beweise sollten, relativ
zum Kontext, moglichst vollstandig sein.

— Die Schiiler sollen die Prdgnanz in mathematischen Texten paraphrasierend auflésen kénnen und in ihren
eigenen Sprachprodukten Pragnanz anstreben.
Der Sinngehalt mathematischer Texte l&sst sich wegen der ihnen eigenen Pragnanz oft nur schwer erfassen.
Daher sollen Schiiler lernen, pragnante AuRerungen und Texte mit weniger Infomationsdichte, d. h. mit gro-
Rerer Redundanz in eigenen Worten zu formulieren, sich dabei die Bezeichnungs- und Symbolbedeutungen
an Beispielen oder geeigneten Referenzobjekten zu vergegenwaértigen und so die Pragnanz durch eine geeig-
nete Reformulierung aufzul@sen versuchen.

Beim Formulieren von mathematischen Texten sollten die Schiiller zunehmend zweckmé&Rige Bezeichnungen
und Symbole verwenden und Séatze sowie Texte moglichst knapp formulieren.

Manche Lehrer mochten die Sprache im Mathematikunterricht nicht auf ihre instrumentale Funktion bei der

Ubermittlung mathematischer Kenntnisse als Lehrinhalte beschranken. Sie sehen es als eine zentrale Aufgabe an,

die Schiler in den Gebrauch fachlicher Termini, Symbole, Sprechweisen und Symbolsysteme einzufiihren. Sie

wollen nicht nur gezielt deren fachsprachliche Kompetenz erweitern, sondern betrachten die mathematische

Fachsprache gleichsam als ein Kulturgut, dessen Weitergabe an nachfolgende Generationen padagogischer Ei-

genwert zukomme. Fur andere sollte die Fachsprache ausdriicklich nicht zu einem eigenstandigen Lehrinhalt des

Mathematikunterrichts werden. Fur diese Auffassung werden mindestens zwei Argumente ins Feld gefuhrt:

— In der Fachwissenschaft Mathematik selbst wird die Einfihrung von Bezeichnungen, Symbolen und Sprech-
weisen ausdricklich als Mittel zum Zweck der Darstellung von Lehrsatzen und deren Beweisen betrachtet;
sie sind Instrument, nicht ein Gegenstand der Theoriebildung. Dies sollte auch fiir den schulischen Unterricht
gelten.

— Mathematische Termini und Zeichen werden in verschiedenen Theoriedarstellungen nicht selten mit unter-
schiedlicher Bedeutung belegt. Fir den Horer bzw. Leser wird diese Bedeutung oft erst aus dem Kontext der
Gesamtdarstellung einer Theorie heraus verstandlich; aus dem Zusammenhang gerissene, isolierte Begriffs-
festlegungen ergeben wenig Sinn.

Sicherlich waren das Verstdndnis und die Verwendung mathematischen Sachwissens ohne Verwendung und

Kenntnis gewisser fachsprachlicher Mittel sehr erschwert, in manchen Fallen sogar unmdglich. Eine vermitteln-

de Position wird vielleicht als Lehrinhalt nur solche sprachliche Mittel betrachten,

— die als Tréager fachlichen Wissens unverzichtbar sind,

— die der Erleichterung der fachlichen Kommunikation dienen und

— die in der Fachwissenschaft so einheitlich definiert sind, dass sie auch fiir sich allein sinnvoll behandelt wer-
den kénnen.

d) Sprachreflexion

Ein Mathematikunterricht, in dem die Sprachfoérderung ein wichtiges Ziel ist, sollte die Férderung des Sprach-
verstehens und der sprachlichen Eigenproduktion durch Aktivitaten erganzen, in denen die Schiiler bewusst tiber
Charakter und Eigentiimlichkeiten eines fachlichen Sprachgebrauchs nachdenken lernen: tiber die unterschiedli-
che Bedeutung von Bezeichnungen in Alltags- und Fachsprache, Uber kontextspezifischen Bedeutungswandel
von Fachwdrtern, Uber die Bildung von Fachausdriicken, tber die Bedeutung fachlicher Symbole, tber spezifi-
sche, von alltaglich gewohnten abweichende Strukturmerkmale und die Logik fachsprachlicher Satze und Texte.
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4.2 FOrderung des Sprachverstehens

Es sollen zuerst einige Schileraktivitaten vorgestellt werden, die geeignet erscheinen, das Verstehen mindlicher
SprachauBerungen durch die Schiler zu férdern (4.2.1). Bezliglich des Verstehens mathematischer Texte, inshe-
sondere auch schriftlich gestellter Aufgaben, geht es vor allem um den Aufbau einer bestimmten Lesehaltung,
die von der an alltagssprachlichen Texten entwickelten deutlich abweicht, sowie um das Schaffen von Voraus-
setzungen fiir ein Sinn entnehmendes Lesen solcher Texte (4.2.2).

4.2.1 Schileraktivitaten zur Forderung des Sprachverstehens

Die Wahrnehmung verbaler SprachduBerungen des Lehrers oder von Mitschiilern durch die Schiiler erscheint
zunéchst als ein passives Geschehen, da er beim Zuhdren keine oder wenig nach auf3en hin sichtbare Tatigkeiten
ausfiihrt. Alles, was vom Zuhérer nach aul’en dringt, sind Mimik und Kérpersprache, die Aufmerksamkeit, Inte-
resse und auch Verstehen signalisieren kénnen. Soll aber die Sprachwahrnehmung zu einem Sprachverstehen
werden, muss sie sich mit intensivem geistigen Handeln verbinden, in dem das Wahrgenommene verarbeitet und
zum Impuls fir die Konstruktion eigenen Wissens werden kann. Dieses Handeln l8sst sich anregen bzw. intensi-
vieren, wenn sprachliche oder andersartige Aktivitaten die Wahrnehmung begleiten oder ihr folgen, die dem
Schiler selbst wie dem Lehrer unmittelbar die Mdglichkeit geben zu priifen, wie er die Worte aufgefasst hat und
wie weit seine Auffassung mit der erwarteten bzw. gewiinschten Gibereinstimmt.

Diese Aktivitaten kénnen in verschiedener Weise auf die Sprachwahrnehmung bezogen sein, wie man sich etwa
am Beispiel eines Lehrervortrags bzw. einer Lehrerinstruktion oder -erklarung (kurz einer Lehrerdarbietung)
tberlegen kann:

— Die Schuler kénnen aufgefordert sein, wahrend der Darbietung die wesentlichen Gedanken schriftlich festzu-
halten und anhand der so entstandenen Notizen den Inhalt mindlich oder schriftlich — letzteres in Allein-,
Partner- oder Gruppenarbeit - moglichst wortlich zu reproduzieren. Eine solche Aktivitat vermag auf jeden
Fall zu zeigen, inwieweit es dem einzelnen Schiiler gelingt, das Wahrgenommene vollstandig und in der ori-
ginalen Reihenfolge wiederzugeben. Diese gibt aber nicht zuverldssige Hinweise darauf, welches Verstehen
einer solchen Sprachproduktion zugrunde liegt. Dargebotenes kdnnte rein im Gedachtnis (nach Art eines Re-
corders) aufgezeichnet und abgespielt worden sein.

— Mehr Auskunft ber das Verstehen erhélt man vermutlich, wenn ein Schiler versucht, die Darbietung zwar
vollstandig, aber mit eigenen Worten und, evtl. verbunden mit selbst produzierten Bildern (etwa auf dem PC)
oder Modellhandlungen, zu rekonstruieren. Es handelt sich dann um eine Art Paraphrase der urspriinglichen
Darstellung, wobei die Abfolge der Gedanken in sinnvoller Weise modifiziert oder der Text neu gegliedert
und durch Hervorhebungen strukturiert sein darf. Gelingt einem Schiiler eine solche vollstandige oder doch
das Wichtigste enthaltende Rekonstruktion, kann man zundchst annehmen, dass er das sprachlich Wahrge-
nommene geistig verarbeitet, verstanden hat. Hat man die Mdéglichkeit, aufgrund der selbst formulierten Dar-
stellung das Verstehen des Schiilers mit der erwarteten oder erwiinschten Wahrnehmung zu vergleichen, so
lasst sich diese gegebenenfalls durch zusétzliche Angebote korrigieren.

— Letzteres gilt noch in verstarktem Malle, wenn die Schiler nicht nur zu einer Rekonstruktion aufgefordert
sind, sondern ihnen fir ihre nachfolgende Aktivitéat ein Transfer abverlangt wird. Es kann sich dabei um ei-
nen modalen Transfer in dem Sinne handeln, dass sie etwas verbal Dargebotenes zeichnerisch oder im kon-
kreten Modell darzustellen haben.

SENTFLEBEN (1996) stellt kopfgeometrische Aufgaben vor, bei denen der Lehrer eine geometrische Frage-
stellung verbalisiert und die Schiiler mittels radumlichem Denken und Vorstellen oder ,,Operieren im Kopf*
zu Losungen kommen, die sie ihrerseits verbal darstellen oder unter Zuhilfenahme von anschaulichen Model-
len bzw. Modellhandlungen erldutern. Beispiele sind das Spiel ,,Wo bin ich?“, das gedankliche Zerlegen ebe-
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ner Figuren, Orientierungsiibungen am eigenen Kérper sowie das Zeichnen geometrischer Figuren nach Be-
schreibung.

DEGENER & KUHL (1984) préasentieren ein etwas anderes Konzept von ,,Kopfgeometrie, bei dem die Schiiler
im Klassenverband geometrische Zeichnungen ausfiihren, indem sie Schritt fir Schritt verbale Anweisungen
des Lehrers umsetzen. Nach Fertigstellung der Zeichnung sollen sie dann oft Fragen beantworten, die sich
auf das Produkt beziehen. Drei Beispiele solcher Anweisungen:

e ,Gegeben ist eine Strecke AB. Zeichne ein Quadrat Uber AB. Zeichne ein gleichseitiges Dreieck tber
AB. Liegt die Spitze des Dreiecks im Quadrat?*

o ,Gegeben ist ein Rechteck. Verbinde die Seitenmitten miteinander. Welche Figur entsteht? Verbinde die
Seitenmitten der entstandenen Figur miteinander. Welche Figur entsteht nun?*

e ,,Gegeben ist ein Dreieck ABC und die Parallele zu AB durch C. Spiegle das Dreieck ABC an AB. Wel-
che Figur entsteht? Wie verandert sich der Drachen, wenn C auf der Parallelen nach rechts wandert?*

Nicht in allen Fallen haben die Schiler eine Zeichnung auszufiihren. Bei manchen Aufgaben aktivieren sie

aufgrund einer Lehrerbeschreibung lediglich ihre Raumvorstellung und verbalisieren Lésungen. Auch hierzu

drei Beispiele:

e ,Ein quadratischer Drahtbiigel rotiert um eine Seite. Welcher Kérper entsteht?*

e ,Ein Drahtbiigel von der Form eines rechtwinkligen Dreiecks rotiert um eine Kathete. Welcher Kérper
entsteht?*

e ,Esistdunkel. Eine Frau mit spitzem Hut geht geradeaus an einer Strallenlaterne vorbei. Wie bewegt sich
der Schatten der Hutspitze?*

KUNzLER (1985) beschrieb Schiilern die Herstellung komplexer geometrischer Korper. Beispiel: ,,Rohteil:
Quader mit quadratischer Grundflache, 60 mm x 60 mm x 100 mm. - Schnitte: An der linken vorderen Ecke
oben wird ein Quader weggeschnitten: 30 mm x 30 mm x 50 mm. Die rechte, vordere Ecke oben wird schréag
abgeschnitten, Kantenlédnge des abgeschnittenen Stiickes: oben je 20 mm, nach unten 30 mm. An der vorde-
ren, unteren Kante wird auf der ganzen Breite ein Quader weggeschnitten: 30 mm hoch, 40 mm tief.“ Die
Schiiler sollten aufgrund dieser Beschreibung den geschnittenen Kérper im MaRstab 1:1 in Auf-, Grund- und
Seitenriss sowie auf ein gesondertes Blatt die Parallelperspektive zeichnen. Es war ihnen erlaubt, vor den
Rissen und der Schréagbildzeichnung ein Modell (z.B. aus Styropor) zu erstellen. In jedem Fall sollten sie ihre
Arbeitsschritte moglichst detailliert schriftlich protokollieren und dabei auch auf Schwierigkeiten eingehen,
bei deren Behebung der beobachtende Lehrer helfen konnte. AnschlieBend formulierten die Schiler selbst
Aufgaben dieser Art und gaben sie Mitschillern zur Bearbeitung. Auf diese Weise konnten sie Erfahrungen
zur Prazision der Konstruktionsheschreibung machen und herausfinden, wie unterschiedlich die Kérper sein
koénnen, die zwei Schiler auf der Grundlage ein und derselben Beschreibung herstellten.

Anstelle eines modalen kann aber auch ein sachbezogener Transfer verlangt werden. So kénnte der Lehrer
einen Beweis fur den Satz Uber die Kongruenz von Dreiecken fiir die Seiten ¢ und a und den eingeschlosse-
nen Winkel 3 vorgefiihrt haben, und die Schuler sollen anschlielend den Beweis fir den Winkel y und die
ihm anliegenden Seiten formulieren; oder der Lehrer hat vielleicht einen Abbildungsbeweis zum Satz des
Euklid flr eine Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks demonstriert, und die Schiler missen diesen Beweis
flr die zweite Kathete fiihren. Ein etwas weitergehender Transfer ware es, wenn die Schiiler eine Lehrerde-
monstration zur Herleitung der Inhaltsformel flr das Trapez auf das Dreieck, oder die Ableitung der Inhalts-
formel fir die Pyramide mittels Approximation durch ein- und unbeschriebene Stufenpyramiden auf den Ke-
gel anzuwenden hatten.
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— Den tiefsten Einblick in das aufgrund von Sprachwahrnehmung erzeugte Verstehen scheint das Problemldsen
zu geben. Einzelne Schiler oder Schulergruppen wéren aufgefordert, eine mathematische Aufgabe oder ein
mathematisches Problem zu I6sen, zu dessen Bearbeitung das in der Lehrerdarbietung tbermittelte Wissen
unverzichtbar ist. Der Lehrer kdnnte gleichsam auf indirektem Wege tber mehr oder weniger erfolgreiches
Problemlésen herauszufinden versuchen, in welcher Art und wie genau die Schiiler das von ihm Dargebotene
aufgefasst haben. Z. B. wirden sie nach einem Vortrag zum Kongruenzsatz SWS eine Aufgabe l6sen, bei
welcher dieser Satz ein wichtiges Beweiselement darstellt. Oder man wiirde sie bitten, nach Ableitung der
Inhaltsformel fiir das Trapez den Inhalt verschiedener Trapezflachen zu bestimmen. Die Beispiele machen
wohl deutlich, dass der Zusammenhang zwischen dem Inhalt der Sprachwahrnehmung und der nachfolgen-
den Aktivitat beim Problemlésen eher lockerer sein kann als im Fall der Rekonstruktion und des Transfers.
Daher kann die Kontrollfunktion der Aktivitat fur den Lehrer wie fiir die Schler selbst eher schwécher aus-
gepréagt sein. Vielleicht eignet sich die Problemlésung besser fiir eine spatere Phase, wenn tiber Rekonstruk-
tion und Transfer das Sprachverstehen bereits Gberpruft und nétigenfalls korrigiert ist.

Aktivitaten der beschriebenen Art, die sich an zusammenhangende miindliche SprachauRerungen anschlieRRen,
mussten den Schillern vorher angekindigt werden, damit sie deren Aufmerksamkeit und aktiv verarbeitendes
Zuhoren anregen kdnnen. Sie sollten so organisiert sein, dass sie viele, wenn nicht alle Schiiler der Klasse einbe-
ziehen. Nach einer Lehrerdarbietung eignet sich am besten die schriftliche Form im Rahmen einer Allein-,
Gruppen- oder Partnerarbeit sowie im Rahmen der Hausaufgabe. Die Rekonstruktion scheint wichtiger und
wirksamer zu sein als ein so genannter Hefteintrag, bei dem ein vom Lehrer (unter evtl. Mitwirkung der Schiiler)
vorformulierter Text von der Tafel oder von der Folie abgeschrieben wird. Hierbei kann man nur in seltenen
Fallen weiterfiihrende geistige Aktivitaten der Schiler feststellen; vielmehr ,,pinseln® sie in aller Regel den Text
ohne Erfassung des Inhalts wort- oder gar buchstabenweise von der Vorlage ab. Ubrigens eignet sich die Rekon-
struktion als mindliche Paraphrase von vorgelegten Aufgaben- und Instruktionstexten. Sie kann auch im Rah-
men eines Kleingruppengespréchs erfolgen, indem alle Teilnehmer ihre Textauffassung mit eigenen Worten zu
formulieren versuchen. Eine solche Aktivitat ist am besten geeignet, die immer wieder festzustellende Neigung
der Schiiler zu wortlicher Wiederholung (Reproduktion) des Textes zu vermeiden, die ja nicht selten zu dem
Zweck eingesetzt wird, fehlendes Verstehen zu kaschieren. Selbstverstandlich ist auch ein Transfer eines Textes
in eine andere Darstellungsform — z. B. von Sprache in Zeichnung oder konkrete Modelle — hilfreich.

Auch im fragend-entwickelnden Unterricht bzw. im Klassen- oder Gruppengespréach bedarf es geeigneter Impul-
se zur Steigerung der Aufmerksamkeit und verstehender Verarbeitung. Eine Form ist das paraphrasierende Wie-
derholen von Lehrerfragen oder Instruktionen, ehe man diese beantwortet bzw. befolgt (,,Sie fragen mich, ...*;
,Sie machten, dass ich...”). Gleiches gilt fiir AuRerungen oder Stellungnahmen von Mitschiilern; auch sie sollten
paraphrasiert werden, ehe man sich auf sie mit einem eigenen Sprachbeitrag argumentativ bezieht. Dies ware als
wichtige Regel der Gesprachsfiihrung nicht nur im Rahmen des Klassenunterrichts, sondern auch in der Partner-
und Gruppenarbeit zu praktizieren. Es zwingt nicht nur zu intensiverer Wahrnehmung anderer Sprachbeitrage,
sondern motiviert es dazu, eigene AuRerungen sorgfiltig und an aufmerksame Horer adressiert zu formulieren.
Zudem veranlasst der intensivere Gedankenaustausch jeden Sprecher, seine Beitrdge vielleicht mehrmals zu
reformulieren, was man als modalen Transfer der eigenen Darstellung auffassen kann.

4.2.2 Lesen mathematischer Texte

Beim Lesen alltagssprachlicher Texte wie Erzahlungen, Berichte oder Sachtexte entwickeln die Schiiler eine
Lesehaltung, die sich flr das Verstehen mathematischer Texte als unzureichend bis ungeeignet erweist:

Beobachtungen von MACGREGOR (1990) und MuNRO (1990) zufolge bildet sich beim Umgang mit Gblichen
Texten die Gewohnheit heraus, sie nicht Wort fir Wort zu lesen, sondern bei jedem Satz schon nach wenigen
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Worten Hypothesen (ber den nachfolgenden Teil zu generieren, der dann nur noch stichprobenweise Uberprift
wird; lediglich in zwingenden Féllen sehen die Lesenden Anlass, die gebildeten Hypothesen zu revidieren. Die
Sinnerfassung bzw. das Verstehen werden durch ein intuitives syntaktisches Wissen beschleunigt. Der Lesende
braucht hier nicht ,,genau” zu lesen in dem Sinn, dass er jeden einzelnen Buchstaben und jedes Wort beachten
misste. Selbst wenn er mehrere Buchstaben und Wérter ,,tbersieht”, erhalt er immer noch hinreichend viel In-
formation, um den Sinn des Textes erfassen zu kénnen. Es werden in solchen Texten auch viele Worter verwen-
det, um relativ wenig zu sagen (Redundanz), so dass es auch von daher nicht auf die Wahrnehmung eines jeden
einzelnen Wortes ankommt. Schlie3lich kénnen Schiller oft in die Lektlre ein aufgrund von Alltagserfahrungen
verfughares Sachwissen einbringen, das ihnen beim raschen Erfassen des Textes hilft. Sogar wenn, wie in der
Alltagssprache durchaus lblich, im Text nicht ganz so genau gesagt wird, was gemeint ist bzw. nicht genau das
gemeint ist, was schriftlich ausdriickt wird, ist der Leser noch in der Lage, die Differenz zwischen ,,objektivem*
Bedeutungsgehalt des Textes und subjektiv intendierter Bedeutung aufgrund von Kontextwissen zu korrigieren.

Bei mathematischen Texten ist vieles ganz anders zu sehen. In diesem Fall fehlt oft fachliches VVorwissen. Auch
das syntaktische Regelwerk ist andersartig und den Schilern nicht immer verfugbar. Daher kann der Leser nicht
schon nach wenigen Worten Hypothesen Uber den Inhalt nachfolgender Textteile bilden. In Féllen, wo die fach-
liche Bedeutung einiger Ausdriicke von der alltdglichen abweicht, kann das Beiziehen von Erfahrungswissen
sogar nachteilig bis sinnentstellend sein (Problem der Bedeutungsinterferenz). Da zudem mathematische Texte
zumeist um eine Einschrdnkung des Interpretationsspielraums bemiht sind (Eindeutigkeit) und Uberdies mit
wenigen sprachlichen Mitteln mdglichst viel auszudriicken versuchen (Pragnanz), muss das Geschriebene ,,wort-
lich“ genommen und Wort fir Wort gelesen werden, um den Sinn vollstandig zu erfassen.

ORTON (1987) zufolge kommt es beim Lesen mathematischer Texte vor allem auf langsames Abarbeiten an,
denn jedes einzelne Wort kann entscheidend und jedes Symbol wesentlich fir das Sinnverstandnis sein. Die
wechselseitigen Beziige innerhalb des Texts machen es notwendig, sich auf alle Textteile zu beziehen. Wichtig
erscheint eine interaktive Auseinandersetzung mit den einzelnen Textteilen. Dies ist vor allem dann wichtig,
wenn der Text auf Graphiken, Tabellen oder Diagramme Bezug nimmt, die ihn ihrerseits strukturieren. Der
Schiler muss die im Text vorfindbaren Impulse aufnehmen, die ihn zu einer aktiven Auseinandersetzung anre-
gen. Der Fluss der Bedeutungen verlangt eine detaillierte Analyse, um die wichtigen und nitzlichen Informatio-
nen aufzufinden.

NEWMAN (1983) versucht eine sehr genaue Beschreibung von Fahigkeiten, die man speziell zum Verstehen

mathematischer Texte braucht und die daher zu entwickeln sind. Das sind zum einen ,,mechanische Lesefertig-

keiten“, als deren erste das Identifizieren von Wértern und Symbolen genannt wird. Dies ist vor allem dann von

grofRer Bedeutung, wenn im Mathematikunterricht neue Worter nicht mit hinreichender Sorgfalt eingefiihrt wer-

den oder ihre Einfiihrung schon weit zurtickliegt, wenn sie wieder einmal in einem Text auftauchen. Im Einzel-

nen handelt es sich bei den Sprachelementen, die es zu identifizieren gilt,

— um funktionale Wérter (Konjunktionen, Verben, Artikel und Adverbien, usw.); sie bilden den Rahmen, um
den die spezifische mathematische Sprache gebaut ist;

— um Instruktionsworter, die den Leser Uber das Ziel einer Aufgabe bzw. die von ihm erwiinschten Tatigkeiten
informieren;

— um spezifische Ausdriicke, die zur mathematischen Fachsprache gehdren und oft auch in abgekirzter Form
erscheinen sowie

— um Symbole wie die des Zahlsystems, Operationszeichen, geometrische Symbole und Platzhalter bzw. Vari-
ablen.
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Die zweite ,,mechanische Lesefertigkeit” verlangt von den Schiilern, ihre Lesegeschwindigkeit den Erfordernis-
sen mathematischer Texte anzupassen. Hier ist hdufig ein sehr langsames Tempo bis hin zum Wort-fiir-Wort-
Lesen ndtig. Die dritte Fertigkeit betrifft die eventuell nétige Abweichung von der tblichen Leserichtung und die
vierte die Wortanalyse dort, wo die mathematische Sprache von speziellen Vor- und Nachsilben Gebrauch
macht. Dazu gehort die Fahigkeit, bestimmte Schlisselwdrter sowie syntaktische und semantische Muster zur
Identifizierung des Kontext beizuziehen. Dies wird zwar haufig in mathematischen Texten durch einen umfang-
reichen Gebrauch von Symbolen erschwert und kann gelegentlich auch irrefiihrend sein. Beispiel: Herr Miiller
entnimmt seinem Bankkonto 350 DM und es bleiben noch 648 DM zuriick. Wie viel war urspriinglich auf dem
Bankkonto? Hier darf der Schiler das Wort entnehmen nicht als Hinweis auf die Subtraktion 648 — 350 deuten,
sondern muss die erforderliche Addition 648 + 350 erkennen.

Bedeutsamer als die ,,mechanischen Lesefertigkeiten* schatzt NEwMAN daher die ,,Verstehensfahigkeiten* ein,
mit deren Hilfe der Leser einzelnen Wortern, Phrasen, Sétzen oder Texten, im Fall der Mathematik aber insbe-
sondere auch einzelnen Symbolen oder Symbolsystemen Bedeutung zuschreibt. Mathematische Sprache verste-
hen heil’t fahig sein, Worter, Symbole und zeichnerische Elemente, die im mathematischen Text enthalten sind,
zu interpretieren und in korrekte mathematische Handlungen bzw. Verfahren zu (ibersetzen. Die Autorin unter-
scheidet hier drei Niveaus:

— Das wortliche Verstehen befahigt den Schiler, Anweisungen zu befolgen. Es muss sich ebenso auf Worter
der Alltagssprache wie auf Zahlen und mathematische Fachworter erstrecken. Im Falle von Textaufgaben
reicht es in der Regel aus, zu wissen, was in ihnen gegeben ist. In manchen Féllen gehoért dazu auch die F&-
higkeit, graphische oder schematische Darstellungen zu lesen.

— Auf dem Niveau des interpretativen Verstehens muss der Schuler tber die implizite Bedeutung einer Frage
oder Aufgabe nachdenken. Nun missen vor allem fachspezifische Termini genau interpretiert werden, damit
aus ihnen korrekte Handlungen abgeleitet werden kénnen. Dabei gilt es zu beachten, dass in der Mathematik
gleiche Begriffe oft mit verschiedenen Bezeichnungen belegt werden und umgekehrt die gleiche Bezeich-
nung flr verschiedene Konzepte stehen kann. Die Interpretation von Symbolen erweist sich wegen ihrer oft
groRen Ahnlichkeit als schwierig. Es gilt, die Gesamtbedeutung eines Textes interpretativ zu heben und evtl.
Ergebnisse oder Lésungen vorauszusehen oder vorherzusagen. Nicht immer ist der zentrale Gedanke einer
Aufgabe oder eines Textes in ihm wértlich formuliert. Er muss auch in impliziter Darstellung gefunden wer-
den und der Schiiler muss fahig sein, irrelevante Informationen dabei auBer Acht zu lassen. Auch beigegebe-
ne Graphiken oder Zeichnungen verstehen sich nicht von selbst, sondern bedirfen der Interpretation.

— Das evaluative Verstehen, mit dem die Bedeutung eines Textes festgestellt werden soll, wird eher auf héhe-
ren Stufen der mathematischen Bildung bedeutsam.

— Mit ,,Anwendungsféhigkeit” meint die Autorin vor allem das Beiziehen von Lehrblichern zum Verstehen von
Texten sowie die Fahigkeit, sich selbst Notizen zu machen bzw. den Sinn eines Textes in eigener Sprache
niederzuschreiben.

Die Ausbildung einer Lesehaltung, die mathematischen Texten angemessen ist, und das Schaffen der beschrie-
benen Voraussetzungen fur das Verstehen dieser Texte ist aller unterrichtlichen Bemiihungen wert. Dies zeigen
vor allem die Schwierigkeiten, die die Schiuler immer wieder mit der Auffassung mathematischer Aufgaben- und
Problemtexte haben (siehe etwa BARUK 1989, wobei nicht alle der dort aufgezeigten Schwierigkeiten ihre Ursa-
che in mangelndem Sprachverstehen haben miissen). Die Schiiler sollten aber auch, besonders in hdheren Jahr-
gangsstufen, an das Verstehen mathematischer Lehrtexte herangefiihrt werden. Wie sie deren Inhalte verstehen
und wie es ihnen gelingt, mit ihrer Hilfe mathematisches Wissen aufzubauen lasst sich in der gleichen Weise
evaluieren, wie dies oben fiir den Lehrervortrag beschrieben wurde. Eine wertvolle Anregung fiir die Ausbildung
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einer sinnorientierten Lesehaltung kann auch das Lesen von historischen Quellentexten zu bereits bekannten
Wissensbereichen bieten, wie es JAHNKE (1995 und 1996) vorschlégt.

Im Ubrigen ist Sprachverstehens keineswegs nur eine Aufgabe der Schiiler. Auch der Lehrer muss bereit und in
der Lage sein, die miindlichen wie schriftlichen AuRerungen jedes einzelnen Lernenden in dem von ihm gemein-
ten Sinne aufzufassen, um die von ihm ausgedriickten fachlichen Inhalte sicher einschatzen sowie Fehlvorstel-
lungen und Wissensliicken zuverlassig aufspiiren und korrigieren zu kénnen.

4.3 Forderung der Sprachproduktion

BRISSENDEN (1988) tragt wichtige Argumente flr die Bedeutung des Sprechens und des Gesprachs im Fach
Mathematik zusammen. Er stlitzt sich dabei auf verschiedene Literaturquellen wie den COCKCROFT REPORT
(1982), auf Galton & Simon, Shuard & Rothery, Kerslake u. a., AUSTIN & HOWSON (1979) sowie Lea. Danach
ist Sprechen das entscheidende Mittel zur Entwicklung der Schiilersprache. Es gehort zu den Aufgaben des Leh-
rers, mathematische Bezeichnungen und ihre Verwendung im Gesprach mit den Schilern zu verwenden. Stets
sollte es dabei mehr um einen Prozess des Aushandelns von Bedeutungen zwischen dem Lehrer und den Schi-
lern gehen als darum, dass die Schiiler den Lehrer verbal imitieren. Sprechen ist aber auch das geeignete Mittel
zum Aufbau des mathematischen Verstdndnisses sowie zur Entwicklung sozialer F&higkeiten, zuletzt auch Mittel
der Erfolgskontrolle. Sprache bzw. sprechen im Unterricht bedeutet von Seiten des Lehrers darbieten, Fragen
stellen, loben oder ermutigen, Schilersprache in verschiedener Weise kontrollieren und mit den Schiilern disku-
tieren. Von Seiten der Schiler heil3t Sprechen auf Lehrer- und Schilerfragen antworten sowie mit anderen Schii-
lern und mit dem Lehrer diskutieren. Mathematische Gespréache ereignen sich nur dann, wenn die Schiler mit
oder ohne den Lehrer gemeinsam ein Problem lésen oder ein Ziel erreichen, indem sie ihre Gedanken austau-
schen, ihre Meinungen, ihre Ideen und ihr Verstandnis modifizieren.

Fir jede Art von Gespréchen gilt eine auf Grice zuriickgehende ,,Logik der Konversation*. Deren oberstes Gebot
lautet: Du sollst kooperativ sein. Jeder erwartet vom anderen, woran er sich selbst beim Sprechen halt oder hal-
ten sollte. Die nachfolgende Illustration des Gemeinten ist mit einigen Anderungen ZIMMER 1995 entnommen.
Fragt jemand einen anderen, der ein Buch in der Hand halt, was er da habe, und antwortet der andere: Eine Vi-
deokassette, SO wére dies eine Tauschung. Antwortet er: Ein Artefakt der westlichen Kultur, SO wére es eine eher
kryptische Antwort. Ist die Antwort: Dies ist kein Butterbrot oder Das ist ein Buch, und es ist drei Uhr, SO mag
dies richtig sein, aber die Antwort ist ganz oder teilweise irrelevant. Die Antwort Papier wére wohl unzurei-
chend; die Antwort Das ist ein am 10.Juni fiir 9 Mark 80 gekaufter Taschenkrimi, gedruckt auf ungebleichtem
Papier wére zu ausfihrlich. Die gleiche Antwort kann auch je nach Gesprachspartner verschieden kooperativ
sein. Die Antwort Ein Buch kann in vielen Féllen ausreichend sein. Die Antwort Maiers Lehrbuch der Funktio-
nentheorie kann bei einem Kollegen addquat sein, bei einem Nichtfachmann aber doch zu viele Informationen
enthalten.

Durch selbst formulierte und substantielle SprachaufRerungen tragen die Schiler nicht nur aktiv zum gemeinsa-
men Wissensaufbau in der Klasse bei, sondern sie setzen auch ihre subjektiven Interpretationen und Definitionen
der jeweiligen Gesprachssituation, ihre individuelle Auffassung und ihr Verstehen der mathematischen Inhalte
der Bewdhrung und der Kritik aus und 6ffnen sie so fiir eventuell nétige Korrekturen. Beziiglich ihrer Sprach-
produktion soll nachfolgend zwischen der Férderung des mindlichen Ausdrucks (4.3.1) und der Férderung der
Textproduktion (4.3.2) unterschieden werden.
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4.3.1 Mundliche Sprachproduktion

Die unter 4.1 angestellten Uberlegungen lassen es fir die Schiiler wichtig erscheinen, sich regelméRig und aus-
fuhrlich mit eigenen Sprachbeitrdgen in die unterrichtliche Kommunikation einzubringen. Sie sollen das im
Rahmen der verbalen Interaktion aus eigenem Antrieb tun,

wenn sie eine Lehrerfrage sachgerecht und treffend beantworten kénnen,

wenn sie durch geeignete Instruktionen oder Lernsituationen angestolene Beobachtungen oder gewonnene
Einsichten mitzuteilen haben,

wenn sie eine mathematische Aufgaben- oder Problemstellung mit eigenen Worten formulieren, tber ver-
suchte bzw. gefundene Arbeits- bzw. Lsungswege sowie Ergebnisse berichten kénnen oder

wenn sie in anderer Weise zweckdienlich und substantiell zur Kommunikation beizutragen vermégen.

Die verbalen AuBerungen der Schiiler sollten folgende Merkmale aufweisen:

Sie sollten Uberlegt sein, d. h. ihnen sollte eine Phase des Verstehens und der Reflexion vorausgehen.

Sie sollten zusammenhangend und explikativ sein, d. h. Gedanken in angemessener Ausfiihrlichkeit erkla-
rend und allgemeinverstandlich darstellen.

Sie sollten argumentativ sein, d. h. wo immer nétig Uber die bloRe Beschreibung hinaus Aussagen begriinden
und Schlussfolgerungen offen legen.

Wichtig erscheint fiir die Schiler auch die Erfahrung, dass sich der gleiche Sachverhalt in verschiedener Weise
ausdriicken lasst. Das Variieren inhaltsgleicher SprachaulRerungen in der Formulierung durch den Sprecher selbst
oder durch andere Gespréchsteilnehmer im Sinn eines intramodalen Transfers eigener oder fremder Darbietung
bietet auch Anlass wie Gelegenheit zur Verbesserung der Klarheit und Prazision. Dariiber hinaus ist es ein wich-
tiges Mittel zur Forderung der Sprachverstehens. Beispiele:

Die Schuler sollen Formen in ein Mengendiagramm einordnen:

rot rot rot rot rot

R = rote Formen E = eckige Formen
Was gehort zu R? Was gehort zu E?

Die Bearbeitung der in der Abbildung gezeigten Aufgabe fiihrt zu einer Situation der Mengengleichheit. Fir
sie stehen den Kindern verschiedene Beschreibungsmdglichkeiten offen. Verschiedene Formulierungen aus
einem Unterrichtsprotokollen: ,,Da ist kein Unterschied." — "Alle gehdren dahin, wo sich die zwei Felder U-
berschneiden.” — "Alle Eckigen sind auch rot." — "Alle gehdren in das R-Feld und in das E-Feld.” — "Zu R
und zu E gehdrt das gleiche." — "Die Roten und die Eckigen sind die gleichen."

Alle diese Beschreibungen driicken eine Beobachtung bzw. Einsicht so aus, dass sie ein Mitschiiler mit seiner
eigenen Erfahrung in Verbindung zu bringen und die Ubereinstimmung mit ihr zu priifen vermag. Sprech-
weisen wie "die Menge der Roten und der Eckigen sind gleich™ oder, noch kiirzer, "R ist gleich E" sind nicht
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an sich eindeutiger, sondern nur dann, wenn sich zahlreiche entsprechende Erfahrungen bereits mit ihnen eng
verbunden haben und sie als Konvention zum Ausdriicken dieser Erfahrungen angenommen wurden.

e Ein Punkt A wird an der Achse s gespiegelt. Der Lehrer bzw. die Schiller kdnnen den Sachverhalt unter-
schiedlich kommentieren (hach WALSCH, 1967):
* Die Verbindungsstrecke zweier symmetrischer Punkte steht senkrecht auf der Symmetrieachse:

* Wenn A und B beziiglich s symmetrisch liegen, dann ist AB L s.

* A und B kénnen keine symmetrischen Punkte bezliglich s sein, wenn AB nicht senkrecht auf s steht.

* Es ist unmoglich, dass AB nicht auf s senkrecht steht und trotzdem A und B bezlglich s symmetrische
Punkte sind.

* Wenn AB nicht auf s senkrecht steht, dann sind A und B beziiglich s nicht symmetrisch zueinander.

*  AB steht auf s sicher dann senkrecht, wenn A und B bezuglich s symmetrisch zueinander liegen.

* A und B sind nur dann beziglich s symmetrische Punkte, wenn AB L s ist.

Nun hat die aktive Teilnahme des einzelnen Schiilers an der verbalen Kommunikation im Unterricht den Vorteil,
dass er seine Auffassung und sein Verstehen der Gesprachsinhalte sofort kontrollieren kann, denn Riickmeldun-
gen auf seine AuRerungen erfolgen zumeist unmittelbar. Diese Situation unterliegt aber auch einigen Einschrén-
kungen. Zum einen kann sich in einer Klasse mit vielen Gesprachsteilnehmern der einzelne Schiler nicht haufig
genug auRern; zum zweiten ist fur ihn die verfigbare Uberlegungs- bzw. Reflexionszeit oft zu kurz. Daher
scheint es wichtig, dass die Schiler sich regelmaRig und ausfihrlich auch in schriftlicher Form zu mathemati-
schen Sachverhalten &ul3ern.

4.3.2 Textliche Eigenproduktionen

Eine fur die Sprachférderung im Mathematikunterricht bedeutsame und, vor allem in anglikanischen L&ndern
zunehmende praktizierte Schileraktivitat ist das Schreiben tber Mathematik; nachfolgend wird, in Anlehnung an
SELTER (1994), von textlichen Eigenproduktionen gesprochen. Was ist damit gemeint und was kann man sich
von ihnen versprechen?

a) Charakterisierung von textlichen Eigenproduktionen

Das, was die Schuler im Mathematikunterricht schreiben, beschrankt sich im Allgemeinen auf das Notieren von
Lésungsschritten und Ergebnissen mathematischer Aufgaben oder Probleme in fachlicher Symbolsprache. Sol-
che formalisierte Ldsungsprotokolle lassen sich zu textlichen Eigenproduktionen erweitern, indem die Schuler
etwa unter Einbeziehung alltagssprachlicher Formulierungen die Problemstellung bzw. das Lésungsziel, die
Losungsschritte — evtl. auch der erfolgreichen Bearbeitung vorausgegangene Umwege und Irrwege — sowie das
Ergebnis ausfihrlich beschreiben sowie Ldsungsschritte erlautern und begriinden. Ein einfaches Beispiel ist das
Kommentieren von algebraischen Term- und Gleichungsumformungen, wobei die einzelnen Umformungsschrit-
te in Worten beschrieben, ihr Ziel erldutert und ihre Zul&ssigkeit begriindet wird, z. B. durch Angabe der ange-
wendeten Rechengesetze und Rechenregeln (siehe POWELL & RAMNAUTH 1992). MORGAN (1996) zufolge soll-
ten die Schiler auch angeleitet werden, bei ihrer Darstellung graphische Mittel wie Tabellen oder Diagramme
einzusetzen und wirklich alles beschreiben, was sie getan haben.
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Doch missen sich textliche Eigenproduktionen uberhaupt nicht auf Problemléseprotokolle beschranken. lhr

Thema konnen auch Erklarungen, Beschreibungen, Berichte und Argumentationen aller Art sein. DAVIDSON &

PEARCE (1983) unterscheiden funf Arten des Schreibens bzw. flinf Textsorten, die Schiler produzieren kénnen:

— Das Wiedergeben von vorgelegten Texten aus Schulbiichern oder durch Lehrerdiktat ins Schilerheft (direct
use of language),

— das Ubersetzen von mathematischen Symbolen in verbale Sprache, das Formulieren der Ergebnisse von
Sachaufgaben oder das Verbalisieren der Schritte eines Algorithmus (linguistic translation),

— das Paraphrasieren eines Schulbuchtextes, das Zusammenfassen eines Gesprachs, das Fihren eines Tage-
buchs oder das Erklaren eines mathematischen Begriffs (summarising),

— das Anwenden einer mathematischen Idee in einem neuen Problemkontext, das Erfinden von Sach- oder
Prifungsaufgaben zu einem bestimmten Thema (applied use of language),

— das Verwenden der Sprache zum Erklaren und Ubermitteln von Wissen, das mathematische Begriffe oder
Sachverhalte beinhaltet, die im vorausgehenden Unterricht nicht behandelt wurden (creative use of langua-
ge).

MANNING (1996) beschreibt vier Arten von textlichen Eigenproduktionen so:

,»content journals provide a way for students to review or interpret information discussed in class or read in a
text®.

— Im Fall von ,written conversations* bittet der Lehrer die Schiler in Partnerarbeit, ,,to ask their partners to
write a comment or question about the class discussion or about something from their text.” Beispielsweise
sollen sich die Schiler dariiber austauschen, was die Bezeichnungen parallel und senkrecht bedeuten.

— ,Letter writing* bedeutet, dass Schiller verschiedener Schulen, z. B. ber Computer, sich Briefe schreiben, in
denen sie Fragen zu einem vertrauten Thema stellen bzw. auf entsprechende Fragen antworten.

— Informal reports” sind eine Art Aufsatz zu verschiedensten Themen des Unterrichts. Die Schiler kénnten
Preislisten erstellen, Ergebnisse von Spielen oder Sportereignissen darstellen, Argumente fiir einen mathema-
tischen Satz zusammentragen, Geschichten tber seltsame mathematische Ldsungen erfinden, mathematische
Inhalt erkléren, eine Rede zu einem mathematischen Thema vorbereiten, usw.

Textliche Eigenproduktionen bieten eine gute Gelegenheit fiir die Schiler, sich nicht nur iber mathematische
Inhalte selbst, sondern (ber ihre personlichen Beziehungen zu ihnen und ihren Umgang mit ihnen zu &ulern.
KASPER & LIPOWSKY (1997) lieRen die Schiler im Rahmen eines Projekts Lerntagebiicher schreiben, in denen
sie u. a. zu folgenden Fragen Stellung nehmen sollten:

— Welches der Aufgabenangebote hat dir gefallen und warum? Welches hat dir nicht so gefallen und warum?

— Was hast du Neues erfahren? Was weil3t du nun, das du vorher noch nicht wusstest?

— Hattest du auch Schwierigkeiten und Probleme? Wie hast du dir geholfen?

Bei textlichen Eigenproduktionen darf die sprachliche Formulierung nicht durch das Befolgen vorgegebener
oder erlernter Darstellungsnormen geprégt sein, sondern die Schuler mussen sich eigenstdndig der ihnen aktiv
verfugbaren Sprachmittel bedienen. Schliel3lich sollte der produzierte Text nicht so sehr an einen Experten (den
Lehrer) adressiert sein, dem der Inhalt bereits bekannt ist und dem man nur zu zeigen braucht, dass man féhig ist,
die von ihm erwartete Aufgabenldsung korrekt auszufiihren. Stattdessen miissten sich die Schiler als Adressaten
einen ‘Unwissenden’ vorstellen, fiir den die Problemlésung oder der geschilderte Sachverhalt neu ist und der
daher explizit, ausfuhrlich und in verstandlicher Sprache informiert werden muss. Dazu kann es anfangs hilfreich
sein, die Textproduktion in geeigneter Weise zu motivieren. Beispiele:
— Der Text soll ein Brief an einen erkrankten Schiler sein, der mit seiner Hilfe versdumten Stoff nachholen
kann, oder an Bewohner eines Landes oder Sterns, in dem Mathematik im allgemeinen oder dieses Thema im
besonderen unbekannt sind; Themenbeispiele: "Wie ich die Division 2753 : 5 ausfilhre", "Ich zeichne zu ei-
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ner Geraden die Senkrechte durch einen Punkt", "Wie ein Dreieck an einer Achse gespiegelt wird", "Wie
man ein Dreieck konstruiert, dessen Seiten 7 cm, 5,5 cm und 4 cm lang sind®;

— Der Text soll die Gestalt eines Posters flr eine mathematische Ausstellung erhalten; Themenbeispiele: "Die
Primzahlen stellen sich vor", "Winkelziige - alles iber Winkel"; ,,Gestreckt und gestaucht — (iber die Zentri-
sche Streckung*;

— Der Text soll die Gestalt eines Lexikonartikels haben; Themen: "Bruchzahlen”, ,,Funktionen*, ,,Vektoren“,
»Geometrische Grundkonstruktionen®, usw. (siehe z. B. WITTMANN 1996)

Zumeist werden textliche Eigenproduktionen nur bei Gelegenheit in den Mathematikunterricht eingestreut. Sie
kdnnen aber auch als regelméRige Aktivitat vorgesehen sein. WAYwoo0D (1992) berichtet ndmlich (iber das Fiih-
ren von Berichtsheften (journals). Er motiviert dies mit einem Zitat von Bell & Bell, die sagen: ,,By encouraging
students to explain themselves in clear coherent prose, exposition allows them to become more aware of their
thinking process and more conscious of the choices they are making as there carry out the computation and
analysis involved in solving math problems* (p. 220). Im Rahmen eines experimentellen Einsatzes der Textpro-
duktion im Mathematikunterricht der Sekundarstufe schrieben die Schiler vor allem drei Arten von Berichtstex-
ten: ‘Rechenschaftsberichte’, in denen sie Uber das berichteten, was sich im Unterricht ereignet hatte, Zusam-
menfassungen, in denen Inhalte kodifiziert, z. B. Begriffe definiert oder Verfahren erlautert wurden, und Dialo-
ge, in denen Argumente vorgetragen und eigene Uberlegungen mitgeteilt wurden. Die Schiiler benutzten ihre
Berichtshefte in verschiedener Weise um zusammenzufassen, Beispiele zu sammeln, Fragen zu stellen und Prob-
leme zu erdrtern. Die gewonnenen Erfahrungen lassen es dem Autor geboten erscheinen, den Schilern ein klares
Bild Uber die mit den Berichten verbundenen Absichten zu vermitteln, ihnen genligend Unterrichts- und
Hausaufgabenzeit zur Verfligung zu stellen und dem Fiihren der Berichtshefte einen ebenso hohen Stellenwert
einzurdumen wie den Ubrigen Unterrichtsinhalten. Das Projekt sollte von allen Mathematiklehrern einer Schule
getragen werden.

MILLER (1992) liel} im Rahmen eines Projekts mit drei Lehrern in 9. bis 12. Klassen die Schiler in jeder Mathe-
matikstunde fir jeweils funf Minuten einen improvisierten Text zu einer algebraischen Aufgabe schreiben. Er
untersuchte die Frage, was Lehrer vom Lesen solcher Schilertexte lernen und wie weit dieses ihren Unterricht
verandert. Fallstudien zeigten, dass die Schilerberichte den beteiligten Lehrern vielerlei Schwierigkeiten enthdill-
ten, die ihnen vorher entgangen waren, dass sie sich starker den Problemen der einzelnen Schiler zuwandten und
sich bei der Planung und Gestaltung ihres Unterrichts in vielerlei Weise auf dieses zusatzliche Wissen einstell-
ten. Sie setzten 6fter Wiederholungen zu bestimmten Inhalten an, verschoben Priifungen, weil die Schulertexte
Mangel an Verstandnis widerspiegelten, flhrten personliche Gesprache mit einzelnen Schiilern, bei denen sich
Fehlbegriffe zeigten, und lieRen auch oft wahrend der Unterrichtsstunden Schiiler Texte schreiben, um sich zu
vergewissern, was sie aufgefasst und verstanden hatten. Nicht zuletzt wandten sie ihrer eigenen Sprache grofiere
Aufmerksamkeit und gréRRere Sorgfalt zu. Sie behielten auch nach Beendigung des Projekts die Schreibaktivité-
ten zu Beginn der Unterrichtsstunde bei, weil diese offenbar den Schiilern auch den Ubergang von vorausgehen-
den Unterrichtsstunden zum Mathematikunterricht erleichterten.

GALLIN & RUF (1993) nennen die Texte, die sie ihre Schillern regelm&Rig schreiben lassen, Eintrdge in ein
‘Reisetagebuch’. Im Rahmen eines Kooperationsprojekts von Mathematik- und Deutschunterricht schreiben
Schiler zu so genannten ‘Kernideen’; das sind Fragestellungen, die ,,dem produktiven Menschen Antrieb und
Richtung“ geben (S. 10). Der Mathematiklehrer versucht die Schiler dafiir zu gewinnen, dass sie Uber in ihnen
wirksame Kernideen nachdenken, und sie anzuregen, ,,Kernideen zu generieren, die eine fachliche Auseinander-
setzung ermdglichen* (ebenda). Die Autoren geben Beispieltexte zu folgenden Fragestellungen: ,,Suche auf dem
Schneidermeter deine Lieblingszahl. Male ein Bild dazu! Warum gefallt dir diese Zahl besonders gut?* — ,Wie
viele Nadeln hat dieser Ast? Schétze die Anzahl und erklére, wie du beim Schatzen vorgegangen bist. Mache zur
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Erklarung eine Zeichnung“. — ,,Mache diese 18 Briiche gleichnamig“. Ein Tagebucheintrag sollte folgende Ele-
mente enthalten: Datum (Wann habe ich diesen Eintrag gemacht?), Thema (Womit befassen wir uns?), Auftrag
(Was muss ich tun?), Orientierung (Wozu machen wir das?), Spuren (Welchen Weg beschreite ich bei der L6-
sung des Auftrags?), Ruckblick (Wo stehe ich jetzt?). Wichtig ist, dass die Schiler zu jedem ihrer Tagebuchein-
trage eine Rickmeldung durch den Lehrer erhalten; er signalisiert Reaktionen, gibt Tipps, formuliert Beurteilun-
gen. In manchen Féllen kann die Riickmeldung auch durch Mitschiiler erfolgen.

PHILLIPS & CESPO (1996) organisierten langer andauernde Brieffreundschaften (Austausch von ,,pen pal letters®)
zwischen Schiilern einer 4. Jahrgangsstufe und Lehrerstudenten. Dort sollten die Partner sich gegenseitig be-
kannt machen, erz&hlen, was sie im Fach Mathematik gern oder weniger gern mégen und was sie gerne dartiber
lernen méchten und Aufgaben einschlielen, mit deren Lésung man Schwierigkeiten hat und die man als interes-
sante Herausforderung flr den jeweils anderen empfindet. Weitere Anregungen mit Beispielen fiir textliche
Eigenproduktionen finden sich bei SKYPEK (1981).

b) Grinde fir textliche Eigenproduktionen

Die Notwendigkeit, mathematische Sachverhalte sprachlich, insbesondere schriftlich darzustellen, regt die Schii-
ler an, sich diese in besondere Weise bewusst zu machen, sie zu analysieren und verstehend zu durchdringen.
Dies gilt fur sprachliche Darstellung allgemein, furr textliche Eigenproduktionen im Besonderen. Denn der Text
gibt den Studenten die Mdglichkeit, ihr Denken und die Entwicklung ihrer Ideen zu dokumentieren (PimMm 1987,
S. 115). Das Schreiben, meint Pimm, verleihe dem Denken einen noch fassbareren Ausdruck als das Sprechen,
da eine genauere Darstellung der Ideen verlangt wird. Es fordert die Reflexion mathematischer Begriffe und
Sachverhalte, l&sst sie Schiler neuen Verknipfungen herstellen und fuhrt damit zur verstehenden Konstruktion
neuen Wissens. SWINSON (1992) zitiert Borns, nach deren Meinung das Schreiben die Schiiler dazu beféhige, ihr
Denken und Verstehen zu erkléren, zu kléren, zu bestatigen und auszuweiten, sowie Hoffiman & Powell, denen
zufolge die Mathematik fir die Schiler mittels der Reflexion auf ihr Verstehen von Begriffen und Prozessen
Bedeutung gewinne. Auch DAVIDSON & PEARCE (1983) verweisen auf Autoren, die das Schreiben der Schiler
Uber mathematische Sachverhalte als niitzlichen und wertvollen Aspekt des Unterrichts betrachten (Watson,
Greenius, Johnson, Shaw und Burton), weil es das Erlernen neuen Wissens fordere.

Das selbstandige Formulieren von Geschriebenem verlangsamt gleichsam den Prozess der sprachlichen AuRe-
rung und lasst dem Schiller Zeit, seine Beobachtungen zu strukturieren, seine Gedanken zu sammeln und zu
ordnen sowie sorgfaltig und tberlegt darzustellen. Weit mehr als die miindliche AuRerung gibt ihm die Textpro-
duktion Gelegenheit, seine Sprachmittel bewusst auszuwahlen und auch den Gebrauch fachsprachlicher Mittel
zu erproben, die gleichsam erst auf dem Weg von seinem passiven in seinen aktiven Sprachschatz sind. So kann
sie die fachsprachliche Kompetenz férdern und entwickeln helfen.

Die Fixierung eines herzeigbaren und Uberpriifbaren Textes erlegt dem Verfasser eine besondere Verantwortung
flir das von ihm Geschriebene auf. Vor allem, wenn er als Adressaten einen ‘Unwissenden’ im Auge hat, wird er
sich um besondere griindliche Uberlegung und sorgfaltige Formulierung bemiihen. Zugleich gibt ihm der Text
Gelegenheit, sein Wissen, sein Verstehen und seine Argumente der Bewahrung auszusetzen, um sie gegebenen-
falls zu Oberprifen und zu modifizieren. Auch wenn er Rickmeldungen in diesem Fall oft erst mit deutlicher
zeitlicher Verzdgerung erhélt, kénnen diese dafur griindlicher und sorgféltiger auf seine Darstellung eingehen.
Die explikative Darstellung verschafft andererseits dem Lehrer die Mdglichkeit, sich griindlicher als sonst még-
lich Uber das Wissen und Verstehen seiner Schiler zu informieren.

SWINSON (1992) weist dem Schreiben fachlicher Texte durch Schiler im Mathematikunterricht eine wichtige
Kontrollfunktion zu. Es sei geeignet, das VVorverstandnis der Schiller zu mathematischen Begriffen und Sachver-
halten aufzudecken und etwaige Fehlbegriffe zu korrigieren bzw. zu modifizieren, ehe neues mathematisches
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Wissen auf seiner Basis konstruiert wird. Anderseits versetze eine sprachliche Wiederholung durch die Schiiler
im Anschluss an die Wissensvermittlung den Lehrer in die Lage zu erkennen, wie diese das zu vermittelnde
Wissen aufgefasst haben, und eventuelle Fehlauffassungen zu beseitigen. SchlieRlich sei Schreiben sogar ein
gutes Mittel der Leistungsbewertung (siehe auch MORGAN 1996). Hierzu gibt es allerdings auch kritische Stim-
men, die darauf verweisen, wie unterschiedlich sich Schiilertexte interpretieren und demzufolge bewerten lassen.
(Dies gilt freilich auch fur traditionelle Mittel der Leistungsbewertung.) Ernster zu nehmen ist der Einwand, dass
mit dem Gebrauch als Mittel der Leistungsbewertung die textliche Eigenproduktion bei den Schiilern diskredi-
tiert und damit eines GroRteils der oben beschriebenen positiven Wirkungen beraubt wird.

¢) Hinflhrung der Schiler zu textlichen Eigenproduktionen

Textliche Eigenproduktionen sind keine unterrichtsmethodische Selbstverstandlichkeit. Schiler, die dieser Form
von Eigenaktivitat erstmals begegnen, kénnen ihr mit viel Reserve begegnen und erhebliche Schwierigkeiten mit
ihr haben. Dies gilt vor allem, wenn dies in hoheren Jahrgangsstufen geschieht, wo sich bei den Schiilern schon
eine feste Vorstellung davon entwickelt hat, was Mathematiklernen bedeutet und welche Aufgaben man in die-
sem Fach erwarten darf. Da kann das Ausbrechen aus dem Schema des permanenten (iibenden) Lésens von
Aufgaben, zu deren Bearbeitung man vorausgehend eine feste Verfahrensnorm erlernt hat, eine erhebliche Hiirde
darstellen.

Aus diesem Grund sollte die textliche Eigenproduktion im Mathematikunterricht sehr bald — spétestens in der
zweiten Grundschulklasse — einsetzen und zu einer immer wieder getibten Aktivitat gemacht werden. Vier Hil-
fen bieten sich an:

— Beim Erlernen neuer Rechenverfahren und anderen mathematischen Wissens sollte die Einfiihrung in die
Kurzsprache der fachlichen Symbolik eher zu einem spéteren Zeitpunkt erfolgen, so dass vorausgehend fir
einige Zeit mit ausfiihrlicheren Texten gearbeitet werden muss.

— Die Eigenproduktion musste mit kleinen und kurzen Texten beginnen; Lange und Komplexitat der Texte
kénnen dann nach und nach gesteigert werden. Dies gilt nicht zuletzt auch fur den Fall eines in der Schul-
laufbahn verspéteten Einstiegs in diese Aktivitat.

— Die Textproduktion sollte gut motiviert werden. Beispielsweise kann man, anstatt Begriffserklarungen tro-
cken formulieren zu lassen, Begriffe ,,personalisieren” und den Text als Drehbuch eines Rollenspiels oder als
ein Streitgesprach auffassen. Themenbeispiele: "Pyramide und Prisma streiten (ber ihren Kdérperbau",
"Gleichschenkeliges und rechteckiges Dreieck im Gesprach”, "Gewdhnliche Briiche und Dezimalbriiche le-
gen ihre Vorzige dar".

— Insolchen, wie in vielen anderen Fallen ist es gut, die Textproduktion mundlich vorzubereiten.

d) Themenbeispiele

Textliche Eigenproduktionen kdnnen andere mathematische Aktivitaten begleiten oder aus ihnen herauswach-
sen; sie konnen aber auch direkt als Sprachprodukte veranlasst sein. Nachfolgend sollen verschiedene Formen
anhand von Beispielen vorgestellt werden.

— Untersuchungsberichte

Die Schiiler erhalten — einzeln oder in Kleingruppen zu zwei bis vier Schiilern — eine mathematische ,,Untersu-
chung“ (englisch: ‘investigation’) zur Bearbeitung und verfassen dabei einen Text, in welchem sie die Aufgaben,
die ihnen gestellt wurden oder die sie sich selbst gestellt haben sowie die Beobachtungen, die sie gemacht haben,
und die Einsichten und die Ergebnisse, zu denen sie gekommen sind, ausfuhrlich darstellen. Ein solcher Unter-
suchungsbericht kann auch miindlich fur die Klasse gegeben werden. In der Regel soll er jedoch schriftlich for-
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muliert und zur Verteilung an die Mitschiler, in Form eines Posters fiir eine Ausstellung oder als Grundlage der
Leistungsfeststellung fiir den Lehrer gestaltet sein. Beispiele solcher Untersuchungsaufgaben sind:

(1) Schiiler erstellen ein Zahlengitter, das durch die Operatoren +3 und +5 etwa in folgender Weise definiert ist:
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Mdgliche Fragen, die gestellt werden kénnen oder die sich die Schiler selbst stellen sind u. a.:

e Welche Zahl steht an einer vorgegebenen Stelle im Gitter (z. B. in der 3. Reihe und 7. Spalte)?
e Wo steht im Gitter die Zahl ... (z. B. 111)? Steht sie auch an anderen Stellen? Wenn ja, wo?

e Wir oft kommt die Zahl ... (z. B. 111) im Gitter vor?

e Wie erreicht man die Zahl ... von 0 aus auf dem kiirzesten Weg?

e Gibt es Zahlen, die im Gitter nicht vorkommen? Welche sind dies?

(2) Schiiler untersuchen Folgen von Ausfallen
e bei n Wirfen mit einer Muinze (Wappen oder Zahl) oder einer ReiRzwecke (Kopf oder Spitze)
o bei n Wirfen mit zwei Wirfeln (Punktsummen)

bei n Bewegungen an einem Gliicksrad

bei n Ziehungen aus einer Urne mit verschiedenfarbigen Kugeln, usw.

(3) Schiiler untersuchen die ,,Dreieckszahlen*, die sich so darstellen lassen:

@)
o o0

@) o0 Q00

© 00 000 0000
1 3 6 10

Mdgliche Untersuchungsfragen:

e Wie heillen die 5. bis 10. der Dreieckszahlen?
e Wie heil3t die 18. (45., 70., ...) Dreieckszahl?
¢ Die wievielte Dreieckszahl ist 378?

e Ist 290 eine Dreieckszahl?

(4) Schiler untersuchen ,,Pentominos®, d. h. Figuren (z. B. aus Pappe ausgeschnitten), die aus genau flnf
Quadraten zusammengesetzt sind, von denen je zwei genau eine Seite gemeinsam haben:
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Mdgliche Fragen:

e Wie viele verschiedene Pentominos gibt es? Stelle sie aus Pappe her!

Welche Figuren kann man aus zwei (drei) verschiedenen Pentominos zusammensetzen? Zeichne sie auf!
Lé&sst sich mit Pentominos ein Rechtecke (Quadrat) legen?

Lassen sich folgende Figuren (Vorgabe) mit einem Satz Pentominos parkettieren?

(Man kann die Untersuchung mit Figuren aus drei oder vier Quadraten beginnen und mit Figuren aus sechs
Quadraten fortsetzen.)

(5) Durch quadratisch gerasterte Rechtecke werde eine Dia-
gonale gezogen. Wie héngt die Anzahl der Quadrate, die
von dieser Diagonalen geschnittenen werden, von der
Anzahl der Quadrate l&ngs der beiden Rechteckseiten
ab?

(6) Schaler untersuchen folgendes Problem: In einem Betrieb sollen zylinderférmige Dosen mit vorgegebenem
Durchmesser (d) in Kisten mit quadratischer Grundflache einschichtig eingepackt werden. Zu diesem Zweck
sind Kisten mit mdglichst kleiner Grundflache herzustellen, in denen man n = 2, 3, 4, ... dieser Dosen unter-
bringen kann. Welche KantenmaRe miissen die Grundflachen dieser Kisten haben?

QO

(7) Schler untersuchen folgende Frage: Gilt der Lehrsatz des Pythagoras auch dann, wenn Uber den Seiten eines
rechtwinkeligen Dreiecks gleichseitige Dreiecke, Halbkreise, rechtwinklige Dreiecke (welche?), Rechtecke
(welche?) errichtet werden?

In die Gruppe der Untersuchungsberichte passen auch Berichte tiber die mathematischen Arbeiten und Arbeits-
ergebnisse eines sog. Lernzirkels oder eines fachiibergreifenden Unterrichtsprojekts. BORASI & SIEGEL (1994)
berichten ber ein Unterrichtsprojekt des entdeckenden Lernens, in dem die Schiller — motiviert durch eine 6f-
fentliche Volkszdhlung in den USA — fir ihre eigene Schule eine besondere “Volkszéhlung’ planten, durchfihr-
ten und auswerteten, um dabei in grundlegende Begriffe und Verfahren der beschreibenden Statistik eingefiihrt
zu werden. In Verbindung mit diesem Projekt lasen und schrieben die Schiiler Texte folgender Art: Aufsatze,
Zeitungsartikel, Geschichten, Berichte, Tabellen, Grafiken, Fragebogen, Tagebiicher und in der Klassendiskussi-
on erarbeitete Fragenkataloge. Dabei war das Schreiben zu keiner Zeit nur eine Tétigkeit fur den Lehrer oder
zum Zweck des Leistungsnachweises; die Schiiler verfolgten stets eine sehr spezifische Absicht und richteten
sich mit ihren Texten an ein besonderes Publikum — alles Faktoren, die Inhalt, Form und Stil des Schreibpro-
dukts bestimmten. Das Schreiben erwies sich so nicht nur als zweckméaRig, sondern als schépferisch in dem
Sinn, dass es den Verfassern half, ihre Gedanken zu organisieren und anzuregen. Sie erhielten Riickmeldung zu
ihren Texten, die sie veranlassten, mehr auf den Inhalt als die &uere Form zu achten. Die Schiler lasen spezifi-
sche Texte, die ihnen Modelle fir ihre eigenen Sprachprodukte lieferten und die eine besondere Beziehung zu
ihrem speziellen Projekt hatten. Sie konnten aus ihnen relevante Daten entnehmen, mit ihrer Hilfe aber auch
eigene Sprachprodukte revidieren. Dieser mehrfache Zweck lenkte den Blick beim Lesen vom blofRen zur
Kenntnis nehmen einer Information hin auf schopferische Sinnbildung. Die Texte ermutigten die Schiler, in
Gruppengespréachen sich tber ihre Interpretationen, Hypothesen und hergestellten Gedankenverbindungen aus-
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zutauschen. Auf diese Weise waren Lesen und Schreiben dazu angetan, das Verstandnis der Schiler fur ihren
Untersuchungsgegenstand zu vertiefen, Fragen anzuregen, L6sungswege zu finden, sich mathematische Begriffe
und Verfahren anzueignen, die zur Lésung benétigt wurden, gefundene Ergebnisse besser zu organisieren, zu
durchdenken und in geeigneter Weise mitzuteilen. Schliellich veranlasste es die Schiiler, sowohl iber den Pro-
zess als auch uber das Produkt ihrer entdeckenden Lernarbeit intensiv nachzudenken.

—  Begriffs- und Verfahrensbeschreibung

In diesem Fall werden die Schiler aufgefordert, in einem zusammenhangenden Text einen oder einige zusam-
mengehorige, im Unterricht besprochene mathematische Begriffe bzw. ein erlerntes Verfahren ausfihrlich zu
beschreiben. SwiINSON (1992) weist z. B. auf folgende Mdglichkeiten hin: Die Schiler setzen angefangene Satze
fort (Beschreibe in eigenen Worten, warum .... oder Erkldre den Prozess, mit dessen Hilfe du ...), schreiben kurze
Darstellungen von wenigen Zeilen (prompts) oder Briefe, in denen einem abwesenden Schiiler mathematische
Sachverhalte erklart werden. In diesen Formen sieht er auch eine gute Mdglichkeit, das Schreiben als Mittel der
Leistungsfeststellung einzusetzen.

Als BAUER (1988) eine 8. Gymnasialklasse bat, die irrationalen Zahlen zu beschreiben, entstanden u. a. folgende

Texte:

e "lIrrationale Zahlen sind unendlich. Man kann sie nicht in gewohnliche Briiche umwandeln. Irrationale Zah-
len sind das Gegenteil von rationalen Zahlen, die man in Briiche umwandeln kann. Die irrationalen Zahlen
umfassen die ganzen Zahlen. Irrationale Zahlen kann man z.B. beim Wurzelziehen bekommen. Irrationale
Zahlen kann man auch nicht auf der Zahlengerade zeichnen. Mir hat das Thema besser gefallen, weil ich mir
nicht vorstellen konnte, dass z.B. immer auf der Zahlengerade Liicken bleiben."

e "lIrrationale Zahlen sind Zahlen, die sich nicht in Briiche umformen lassen. Das ist eigentlich im GroRRen und
Ganzen das meiste, was ich noch davon weil3. Dieses Thema haben wir eigentlich lange behandelt, wir hatten
es sogar in der Schulaufgabe dran. Und das ist groBtenteils das meiste, das ich noch davon weil3. Traurig ist
das. Unendliche, nicht periodische. Besser gesagt sind es Dezimalbriiche (eine Zahl also, mit einem Komma,
hinter dem sich immer neue Zahlen auftirmen), die sich nicht in echte Briiche (also etwas mit einem Bruch-
strich a/b), umwandeln lassen. Mal sehen, ob ich ein Beispiel finde. Hier: 32,21567968.. Das ist eine irratio-
nale Zahl. Sie hat eine Kommastelle, und unendlich nicht periodische Zahlenreihen dahinter. Das Thema hat
mir eigentlich sehr gut gefallen, weil ich es irgendwann mal verstanden habe."

e "lIrrationale Zahlen kann man nicht als Bruch schreiben (im Gegensatz zu rat. Zahlen). Alle irrationalen Zah-
len kdnnen Wurzeln etc. sein, aber niemals ganze Zahlen und Briiche. Multipliziert man eine irrationale Zahl
wieder mit einer irrationalen Zahl, kommt wieder eine irrationale Zahl heraus; ebenso, wenn man eine irrati-
onale Zahl mit einer rationalen Zahl multipliziert. Das alles gilt auch flr dividieren, subtrahieren und addie-
ren. Irrationale Zahlen sind unendlich und man kann sie deshalb nie genau sagen und auch nicht auf dem
Zahlenstrahl einzeichnen. Das Thema irrationale Zahl hat mich sehr interessiert. Aber auch andere Themen
sind nicht weniger interessant, (wie z.B. rat. Zahlen). Ich wirde aber noch gerne mehr dariiber reden.”

In einer 7. Realschulklasse sollten die Schiiler das Abbildungsverfahren der Achsenspiegelung beschreiben; sie

produzierten folgende Texte:

e "Ich nehme ein Geometrie-Dreieck und lege es mit der Ziffer des Dreiecks und der Linie, die davon ausgeht,
auf die Achse s. Dann verschiebe ich es auf s solange, bis die vorn angegebene Maleinheit mit dem Punkt A
tbereinstimmt. Dann schaue ich genau, wie viel cm und mm es bis zur Achse s sind, und mache auf der ent-
gegen gesetzten Seite der Achse s einen Punkt mit der genauen MaReinheit wie bei der Seite, wo die Punkte
bereits angegeben sind. Dann wiederhole ich den Vorgang mit den anderen Punkten und verbinde sie. Dabei
entsteht ein Spiegeldreieck mit der Spiegelachse s."
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e "1.Ich zeichne A, B und C an beliebigen Stellen ein. Dann ziehe ich rechts daneben eine Achse.
2. Ich steche irgendwo auf der Achse ein und schlage einen Halbkreis.
3. Ich steche an einer Stelle, an der der Halbkreis die Achse schneidet ein, und nehme die Strecke zum Punkt
B in den Zirkel. Diese Strecke trage ich auf der gegenuiberliegenden Seite ab.
4. Nun steche ich an der 2. Stelle, an der Halbkreis und Achse aufeinander treffen, ein und nehme von hier
aus die Strecke zu B ihn den Zirkel. Auch diese Strecke trage ich auf der anderen Seite ab. Nun muss sie sich
mit der vorherigen Abtragung schneiden. Auf diesem Punkt liegt B.
5. Ich verfahre mit Punkt A und C ebenso wie mit Punkt B. Ich verbinde die Punkte. Das Dreieck ist gespie-
gelt.
6. Was entsteht? Wenn z.B. auf der linken Seite die Spitze nach rechts zeigt, zeigt sie auf der rechten Seite
nach links. Wenn ich den Umlaufsinn einzeichne, der von A nach B und von B nach C lautet, ist er auf der
rechten Seite der Achse entgegengesetzt der linken. Das Dreieck ABC ist genau so weit wie das Dreieck
A'B'C' von der Achse entfernt."

e "Zuerst zeichne ich eine Achse s und auf der rechten oder linken Seite ein beliebiges Dreieck. Dann benenne
ich die 3 Winkel des Dreiecks mit ABC. Danach nehme ich mein Geometriedreieck zur Hand und lege es auf
die Achse s, aber es muss genau mit dem Mittelstrich des Geodreiecks, also genau bei 0 und der Achse Uber-
einstimmen, so damit sich beide Linien decken. Dann schiebe ich das Geodreieck genau zum Punkt A, immer
noch Ubereinstimmend mit der Achse, und messe den Abstand von A zur Achse, merke mir ihn und setze den
gleichen Abstand auf die andere Seite, dort wo kein Dreieck ist. Hier markiere ich dann. Wenn der Abstand
z.B. 2,0 ist von A zur Achse, so muss der Abstand von A' auch 2,0 cm sein bis zur Achse. Genau dasselbe
mache ich auch mit Punkt C und Punkt B, damit auf der anderen Seite C', B' herauskommt. Dann verbinde
ich A', B' und C'. Wenn ich alles richtig gemacht habe, kommt das gespiegelte Dreieck heraus. Priifen kann
ich es, wenn ich einen Spiegel in die Mitte der Achse lege."

KAUER (1985) legte seinen Schilern ‘Filmstreifen’ vor, in denen geometrische Konstruktionen als Bildfolgen
(je ein Bild pro Konstruktionsschritt) dargestellt waren. Die Schiiler versuchten zuerst in einer offenen Ge-
spréchssituation eine verbale Beschreibung des ‘Films’ zu geben. Dann fiihrten sie in Kleingruppen die Kon-
struktionsschritte selbst aus und erstellten tber ihr VVorgehen einen schriftlichen Bericht. Nach Auswertung
der Berichte konnte der Lehrer den Schilern eine Gegeniiberstellung verschiedener Formulierungen vorlegen
und mit ihnen die Qualitat der Darstellung diskutieren. Beispiel fiir drei Berichte mit (von 1 bis 3) steigender
Qualitat:

Bericht 1 Bericht 2 Bericht 3
»Ich zeichne eine Linie.”“ |, Zuerst zog ich mit Mal- |, Ich zeichnete im unteren Teil des
stab eine Gerade.* Blattes eine Gerade, die parallel

war zum Blattrand.*

»lch bestimmte ein be-|,Ich bestimmte die beiden |, Ich bestimmte A und B und zog
stimmtes  Stiick, einen | Punkte A und B und zog die | den Abstand rot aus. A und B sind
Abschnitt AB auf der | Verbindung starker aus.* Punkte, weil sie groR geschrieben
Linie." sind.”

In die Gruppe der Verfahrensheschreibungen lassen sich auch die geometrischen Konstruktionsbeschreibungen
einordnen, die zu den wenigen Textproduktionen gehdren, die seit eh und je einen Platz im (gymnasialen) Ma-
thematikunterricht haben. Allerdings steht ihre Formulierung haufig stark unter dem Zwang einer normgerechten
Darstellung. Die Konstruktionsbeschreibungen diirften den Schiiler vermutlich wesentlich leichter fallen, wenn
diese Aktivitat mehr den Charakter einer textlichen Eigenproduktion erhélt.
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—  Kommunikationsanldsse

Besonders reizvoll erscheint es, im Mathematikunterricht Situationen zu schaffen, in denen Schiiler aufgrund
eines kommunikativen Anlasses zu ausfiihrlicher sprachlicher Eigenproduktion angeregt werden. Der Anlass
kann spielerischen Charakter haben, wie etwa der folgende:

Von einem Schiilerpaar liegt einem Partner
eine Zeichnung vor (siehe verkleinertes
Beispiel nebenan). Er beschreibt (als
»Sender”) in einem Text fir den anderen
Partner (als ,,Empfanger*) die Zeichnung
so, dass dieser sie allein aufgrund dieser
Beschreibung  kongruent  reproduzieren
kann.

Die Figur sollte so geartet sein, dass zur Beschreibung verschiedene mathematische Konzepte herangezogen
werden kénnen wie Figurenbezeichnungen, Streckenlangen und Streckenteilung, Winkelangaben, Abbildungen
wie Achsenspiegelung, Schiebung, Drehung, zentrische Streckung usw. Die Paare kdnnen in einem Wettbewerb
untereinander stehen, bei dem jeder Partner einmal Sender und einmal Empfanger ist, und das Paar mit den bes-
ten Reproduktionen gewinnt. Varianten dieses Kommunikationsspiels bestehen darin, dass der Sender die Be-
schreibung mundlich gibt, wéhrend der Empféanger zeichnet. Dabei kann erlaubt sein, dass der Sender der Zei-
chenarbeit seines Partners zusieht, oder dass der Empfanger Fragen stellen darf. Im letzten Fall kdnnte es Teil
des Wettbewerbs sein, bis zur vollstandigen Reproduktion mit méglichst wenigen Fragen auszukommen.

— Definieren, Hypothesen formulieren, Argumentieren und Beweisen

Anspruchsvolle Formen der sprachlichen Eigenproduktion von Schiilern sind

e das selbstdndige Formulieren von Definitionen fir mathematische Begriffe, etwa fir geometrische Figu-
ren im Anschluss an Aktivitaten des Klassifizierens, des Beschreibens und des Hierarchisierens oder al-
gebraischer Begriffe aufgrund einer vorausgehenden vergleichenden Analyse,

e das selbstdndige Formulieren von Vermutungen als Hypothesen flr Lehrsatze oder Gesetzen auf der
Grundlage von vergleichendem Beobachten, Aufdecken von Beziehungen und generalisierender Betrach-
tung,

e das ausfuihrliche Begriinden von geometrischen Konstruktionen (Konstruktionsbeschreibungen),

e das Sammeln von Argumenten fiir die Gltigkeit oder Allgemeingultigkeit einer Lehrsatzes bzw. eines
Gesetzes und deren eventuelles Ordnen bis hin

e zum Finden eines Beweises mit der Formulierung von Voraussetzungen, Beweisschritten und Beweiser-
gebnis.

Wie immer kdénnen die so entstandenen Schilertexte in einem anschliefenden Klassengesprach miteinander
verglichen und diskutiert werden. Das gibt dem Lehrer Gelegenheit, hdufig auftretenden Fehlern beim Definie-
ren, Ungenauigkeiten beim Formulieren von Sétzen sowie Licken in Argumentationen, Schlussketten oder Be-
weisen aufzuspuren und sich um ihre Korrektur zu bemihen.

BORNELEIT (1981), der in zusammenhangenden sprachlichen Darstellungen der Schiiler ebenfalls einen unver-
zichtbaren Beitrag zu einem Mathematikunterricht sieht, bei dem die Schiler - (iber das Kennenlernen, Verste-

18 BALACHEFF & LABORDE (1985) zeigen, wie man die hier beschriebenen sowie andere Kommunkationsanlasse zu experi-

mentellen Zwecken einsetzen kann (siehe Abschnitt 3.2).
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hen und Verwenden mathematischen Wissens hinaus — in ihrer fachsprachlichen Kompetenz gefordert werden,

stellt eine Klassifikation entsprechender Sprachhandlungen vor, die bei der Behandlung von mathematischen

Verfahren und Regeln eine Rolle spielen. Im Einzelnen sind dies:

e Das Formulieren von Regeln bzw. Gesetzen, z. B. zur Addition zweier negativer rationaler Zahlen;

e das an Beispiele gebundene Erlautern, z. B. des Distributivgesetzes oder der Probe nach dem Ldsen linearer
Ungleichungen;

e das Begriinden z. B. algebraischer Umformungen oder von Rechenwegen;

e das Beurteilen von Aussagen bzw. deren explizite Bewertung als richtig oder falsch, oft verbunden mit
Kommentieren und Begriinden;

e das Nennen von Lésungsmdglichkeiten und das Kommentieren von Vorschldgen, was die Analyse von Auf-
gaben und die Prifung bekannter Lésungswege auf ihre Verwendbarkeit hin voraussetzt;

e das Beschreiben von Ldsungswegen zu bestimmten Aufgaben;

o das Kommentieren von Lésungswegen, etwa das verbale Ergénzen nicht verbaler Informationen, das Hinwei-
sen auf Ziele oder Teilziele einer Aufgabe, die Bezugnahme auf relevante Bedingungen oder Annahmen (De-
finitionen, Satze oder Verfahren), der Hinweis auf Zwischenschritte, usw.;

e das rickschauende Verdeutlichen des Ldsungsweges und gegebenenfalls Aufweisen von Mdglichkeiten
vorteilhafter Lésungen sowie

e die Zusammenfassung von Kenntnissen.

SCHNEITER & ZIMMERMANN (1985), ein Deutsch- und ein Mathematiklehrer, berichten, wie sie in einem facher-
Ubergreifenden Projekt mit den Schilern an einer Definition fiir die Zentrische Streckung arbeiteten. Es begann
im Deutschunterricht damit, dass einzelnen Schiilergruppen verschieden groRe Reproduktionen von Bildern
vorgelegt wurden und sie Uber ihre Beobachtungen berichten sollten. Anschlieend wurden im Mathematikunter-
richt Dreiecke und andere geometrische Figuren vergrofRert und verkleinert, die Bezeichnung Zentrische Stre-
ckung eingefuhrt und den Schilern die Aufgabe gestellt, fir diese Abbildung eine Definition zu formulieren. Die
so entstandenen Texte wurden dem Deutschlehrer ibergeben, der sie mit den Schillern nach sprachlichen Ge-
sichtspunkten erorterte. SchlieBlich wurden die verbesserten Fassungen in der folgenden Mathematikstunde mit
einer Definition aus dem Schulbuch verglichen und dabei die Schiillerformulierungen vor allem auf ausreichende
Genauigkeit bzw. Vollstandigkeit hin Gberpriift. Es zeigte sich, dass die Zentrische Streckung auf verschiedene
Weise korrekt definiert werden kann und dass sich verschiedene Definitionen nach ZweckmaRigkeit und Ver-
standigkeit voneinander unterscheiden lassen.

In allen Féllen sollte der Lehrer, zumindest anfangs, keineswegs auf einer fachsprachlichen Idealform bestehen,
sondern mit einer prazisen Verwendung ihrer Alltagssprache zufrieden sein. Die Schiler werden nach und nach
selbst erkennen, wie hilfreich fachsprachliche Mittel bei dem Versuch einer méglichst prazisen Formulierung
sein konnen. AsHLOCK (1987) zeigt an zahlreichen Beispielen, wie man sich im Mathematikunterricht der
Grundschule den Ubergang von einer mehr informellen zu einer zunehmend formalen Sprache vorstellen kann.
So lasst sich etwa die Wertgleichheit der Terme 5 + 3 und 2 + 6 auf folgende Weisen beschreiben: 5 + 3 meint
genau so viel wie 2 + 6. — Beide Ausdriicke bedeuten gleich viel. — Beide bedeuten 8. — Beide sind Namen fiir 8.
— Es sind verschiedene Bezeichnungen fiir die gleiche Anzahl. Spéter kann mit verschiedenen Formulierungen
das Kirzen von Briichen gefordert werden: Schreibe den gleichen Wert mit kleineren Zahlen. — Vereinfache den
Bruch. — Schreibe den Wert in einfachster Form. Der Autor empfiehlt, dass sich die Lehrer im Unterricht ange-
wdhnen, informelle AuBerungen von Schiilern mit etwas stirker formalisierten zu beantworten. Sagt z.B. ein
Schuler Uber ein leeres Mengendiagramm Das ist nichts, so konnte der Lehrer antworten: Ja, das sind keine
Apfel oder Das sind iiberhaupt keine Dinge, daher kann ich fiir die Anzahl Null schreiben. Stellt ein Schiler im
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AnschluB an eine Messung fest Das Brett ist 7 cm lang. o konnte der Lehrer, leicht korrigierend, antworten: Ja,

es ist ungefdhr 7 cm lang.

Vorschldge zur Sprachschulung und zum Spracheinsatz im Mathematikunterricht finden sich auch bei REICHEL
(1991)

4.4  Sprachreflexion

Die Sprachreflexion wird sich im Wesentlichen auf wenige Phasen im Unterricht beschranken, in denen die
Schiler gefordert sind, bewusst Uber Charakter und Eigentiimlichkeiten eines fachlichen Sprachgebrauchs nach-
zudenken. Das Nachdenken kann sich beziehen

— auf unterschiedliche Bedeutung von Bezeichnungen in der Alltags- und in der Fachsprache,

— auf den Bedeutungswandel von Fachwdrtern in unterschiedlichen Kontexten,

— auf die Entstehung wie Formen der Bildung von Fachausdriicken,

— auf Normen beim Umgang mit fachlichen Symbole,

— auf spezifische, von alltaglich gewohnten abweichende Strukturmerkmale oder

— auf die Logik fachsprachlicher Sétze und Texte und

— auf die Beziehungen zwischen mathematischer Verbal- und Symbolsprache.

Von Zeit zu Zeit kann eine solche Sprachreflexion schon einmal die Gestaltung einer ganzen Unterrichtseinheit
nach Art der folgenden Beispiele rechtfertigen:

a) Beispiel: Reflexion tber die Bedeutung von ,,senkrecht*

Im Rahmen einer von MAIER durchgefiihrten Unterrichtseinheit in einer siebenten Hauptschulklasse wurde mit
den Schiilern tiber die Bedeutung von senkrecht in Alltagssprache und Fachsprache nachgedacht.

Zuerst sammelten die Schiiler in Partnerarbeit Sétze, in denen das Wort senkrecht vorkommt. Zahlreiche Bei-
spiele solcher Satze wurden anschliefend an der Wandtafel festgehalten: Der Turm ragt senkrecht in den Him-
mel. Die Fahnenstange steht nicht ganz senkrecht. Bei einem Unfall stieflen zwei Autos senkrecht aufeinander.
Das Wasser stiirzt senkrecht vom Felsen hinab. Vollers war ein Senkrechtstarter in der (Fufsball-)Bundesliga. Er
schoss den Ball senkrecht in die Hohe. Das Haus steht senkrecht auf dem Hang. Mein Vater sagt immer: ,,Ich
bin ein senkrechter Charakter”. Meine Mutter sagt: ,,Schlage den Nagel fiir das Bild senkrecht vom oberen
Tiirrahmen hertiber ein“. Damit die Tapeten senkrecht an der Wand héingen, verwendet der Tapezierer ein Lot.

Die Fahne hdiingt senkrecht am Mast herunter. Bei einer Kiste miissen die Wiinde senkrecht aufeinander stehen.

Dann wurden Schilergruppen auf dem nachfolgend abgedruckten Arbeitsblatt geometrischen Zeichnungen pra-

sentiert; sie sollten entscheiden, ob die zugehdrigen Beschreibungssatze ,,mathematisch richtig” sind. Anschlie-

Rend gab der Lehrer die richtigen Entscheidungen bekannt, begriindete diese und erklérte in einer Darbietung

anhand von Zeichnung und konkreten Modellen folgende Merkmale der mathematischen Bedeutung des Wortes

senkrecht.

— Es kann auf gerade Linien (Geraden, Halbgeraden oder Strecken) sowie auf (ebene) Flachen angewendet
werden.

— Es wird immer auf zwei Linien oder Flachen angewendet: g ist senkrecht zu h oder A ist senkrecht zu B.

— Die beiden Linien oder Flachen missen miteinander einen rechten Winkel bilden (die Beziehung zum Blatt-
rand spielt keine Rolle).

In einem anschlieBend in Einzelarbeit zu produzierenden Text sollten die Schiler unter Zuhilfenahme von
Zeichnungen die mathematische Bedeutung von senkrecht erklaren. Der Lehrer kontrollierte die Hefteintrage
und veranlasste, wo nétig, Verbesserungen.



Nach Klérung der fachlichen Bedeutung wurden in einem Klassengesprach die eingangs gesammelten Satze
daraufhin untersucht, in welcher Bedeutung dort das Wort senkrecht jeweils gebraucht wurde, und inwieweit
diese mit der mathematischen Definition Ubereinstimmt. (Der Klarung dienten auch kleine Tafelskizzen der
jeweils beschriebenen Situationen.) In einer zusammenfassenden Erlauterung stellte der Lehrer, unter Bezug-

nahme auf die Beispiele, klar:

Im Alltag wird das Wort senkrecht angewendet
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auf ,,gedachte Linien®, die auch von einem langlichen Ge-
genstand dargestellt werden kénnen, sowie auf Flachen; es wird aber auch, im Ubertragenen Sinn, auf Men-

schen angewendet. (Das Wort Senkrechtstarter stellt eine Analogie zu einem Flugzeugtyp her.)

Oftmals wird das Wort (als Eigenschaft) auf einzelne Linien oder Fldchen angewendet; als zweite Linie oder
Flache wird aber dann zumeist die Bodenflache mitgedacht. Senkrecht ist dann gleichbedeutend mit lotrecht.
Der Winkel, den die Linie oder die Fl&che mit dem Boden einschlieit muss nicht genau ein rechter sein; oft

genugt es, dass er sich dem rechten annghert.

Mit diesen Merkmalen sollten die Schiler in einem abschliefenden Klassengesprach die Kennzeichen des

mathematischen Bedeutungsverstandnisses noch einmal vergleichen.

g und h sind zueinander senkrecht.

Jg/ h

g steht senkrecht auf h.

k ist senkrecht.

m ist senkrecht

Im Rechteck stehen die Seiten aufeinander
senkrecht.

>

In diesem Dreieck ist die Héhe h senkrecht
zur Grundseite.

Die Flache A steht senkrecht.

ol

Die Flachen A und B stehen senkrecht auf-

einander.
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b) ,,Ubersetzen* von verbaler Sprache in mathematische Symbolsprache und umgekehrt

Eine Form fiir die hier gemeinten Aktivitaten stellt das Ubersetzen von (symbolisierten) algebraischen Termen
und Gleichungen in Verbalsprache und umgekehrt dar, wobei es jeweils verschiedene Formen der Verbalisie-
rung gibt. Beispiele:

45-x—(x+12) Eine Zahl wird mit 4,5 multipliziert und davon wird die um 1,2
vergrofRerte Zahl abgezogen. Oder:

Bilde die Differenz aus dem 4,5fachen einer Zahl und der Summe
aus dieser Zahl und 1,2! Oder: ...

2(3x-4)=2+2x |Das Doppelte der Differenz aus dem Dreifachen einer Zahl und 4 ist
genauso grofl wie die Summe aus 2 und dem Zweifachen der Zahl.

Wesentlich anspruchsvoller sind ‘Ubersetzungen’ von der Art, wie sie bei COHORS-FRESENBORG U. a. (1992%) in
folgendem fiktiven Text verlangt werden:

,Vor kurzem wurden in der arabischen Waste, nicht weit von der Oase El-Kaian einige méachtige Steinquader
vom ewig wandernden Wiistensand freigegeben.” ... ,,Unter anderem fand [der deutsche Archdologe] Friedrich
Sand die Uberreste einer alten Papyrusrolle mit stark verblichen Schriftzeichen. Er erkannte sofort, dass es sich
dabei um die Schrift der alten Maskonen handelte. Diese hatte man gerade ein Jahr zuvor anhand zahlreicher
friherer Funde weitgehend entschliisseln kénnen. Trotzdem hatte Friedrich Sand beim Ubersetzen Schwierigkei-

ten, da sich auf dem Schriftstiick einige Zeichen befanden, die man noch nie gesehen hatte.

l. v v =bl=5h2
Bb, Bb,

. BAbl B/gz (—|bl =b, > 1\</k(Db1k /\Dbzk))

. A v —Dbk
Kk Bb

Hier ist sein Versuch einer Ubersetzung der ersten beiden Sitze:
I. Es gibt ein Bre by, es gibt ein Bre by, so dass gilt: by ist verschieden von b,.
1. Fir alle Bres by, fiir alle Bres b, gilt: Wenn b verschieden von b, ist, dann gibt es ein Ket k, so dass gilt: b,
detiert k, und b, detiert k.
Aufgabe 1.1: Ubersetze Satz 111
Aufgabe 1.2: a) Das ist unglaublich! Du hast den Satz Il Ubersetzen konnen und weifdt
nicht, um was es geht. Erklare, warum dies méglich war.
b) Wie kannst Du die Bedeutung der Sétze herausfinden?*
»Friedrich Sand entschlieft sich, da er viel Uber die Sitten und Gebrduche der Maskonen wuBte, den Variablen in
den Wiistensandsétzen folgende Bedeutung zu geben:
Bb: b ist Musiker
Kk: Kk istein Instrument
Dbk: b spieltk
Aufgabe 1.3: Schreibe die Wstensatze fir die Orchesterinterpretation ausfihrlich auf.
Friedrich Sand hat die Zeichen B, K, und durch Eigenschaften tbersetzt:
Bb:  Musiker sein
Kk:  Instrument sein
Dbk: spielen*
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Friedrich Sands Mitarbeiter Wilhelm Sturm war sich sicher, jetzt endlich zu wissen, wie die Tempelorchester der
Maskonen zusammengesetzt waren. Abends in seinem Zelt erstellt er folgenden Plan:

Ali Aladin Assuman Achmed
Harfe Horn Harfe
Flote Harfe Trommel Flote
Pauke Rassel Pauke Horn

Wir wollen Gberprifen, ob die Wiistensandséatze furr das von ihm konstruierte Orchester gelten.

Wir sehen sofort, dass Satz | erfilllt ist. Bei der Uberpriifung des Satzes Il haben wir mehr zu tun. Beginnen wir
mit der Uberpriifung:

Der Musiker Aladin und der Musiker Ali spielen beide das Instrument Harfe. Der Musiker Ali und der Musiker
Assuman spielen beide das Instrument Pauke.
Die Uberpriifung kannst du auch in Form einer Tabelle durchfiihren:

m; m; i
Aladin Ali Harfe
Ali Assuman Pauke
Aufgabe 1.6: Fiihre die Uberpriifung zu Ende.
Aufgabe 1.7: Marion: ,,Muss man bei der Uberpriifung von Satz Il auch Zeilen wie
SAlL Al
notieren? Dann weil3 ich aber nicht, was ich unter i eintragen soll.*
Beantworte Marions Frage.
Aufgabe 1.8: Uberpriife, ob Satz 111 erfiillt ist.

Du hast sicherlich auch herausgefunden, dass fir das von Wilhelm Sturm aufgestellte Orchester Satz Il nicht
erfillt ist.

Aufgabe 1.9: Erganze den von Wilhelm Sturm erstellten Plan passend.
Wilhelm Sturm hat seinen Plan wie folgt ergénzt:
Ali Aladin Assuman Achmed
Harfe Trommel Horn Harfe
Flote Harfe Trommel Flote
Pauke Rassel Pauke Horn

Wilhelm Sturm ist hoch erfreut, dass er nun eine Orchesterzusammensetzung gefunden hat, die es bei den
Maskonen gegeben haben kann. Friedrich Sand zweifelt dieses an. Er hat ein weiteres Problem. Er hat sich tber
Nacht noch einmal das Original angesehen. Es ist ihm dabei aufgefallen, dass er anfangs im zweiten Satz ein
Zeichen nicht richtig gelesen hat. Der zweite Satz lautet wie folgt:

=1
Il 1;1\;13/1:2 (—|b1 =b, > [\</k(Db1k A Dbzk)j
Aufgabe 1.10: Was hatte er ibersehen?
Ubersetzt lautet Satz 11 wie folgt:
Il Fur alle Bres by , fir alle Bres b, gilt: Wenn b, verschieden von b, ist, dann gibt es genau ein Ket k, so dass
gilt: by detiert k und b, detiert k.



162

Wilhelm Sturm ist enttauscht, denn nun stimmt seine Ubersetzung nicht mehr.

Aufgabe 1.11:

Uberpriife, ob Wilhelm Sturms Orchesterzusammenstellung auch den erganzten Satz 11 erfillt.
Andere den Plan so ab, dass die Orchesterzusammensetzung die Wiistensandsitze erfiillt.

¢) Nachdenken Uber die Logik von Satzstrukturen

WODE (1976) beschreibt fiir eine ganze Reihe von Bereichen und Beispielen, wie - auch in Verbindung mit dem
Deutschunterricht — Uber die sprachliche Darstellung mathematischer Sachverhalte bzw. Uber Merkmale der
Fachsprache reflektiert werden sollte.

Da sind z. B. Satze mit mehrwertigen Satzkernen bzw., mathematisch ausgedriickt, mit mehrstelligen Relati-
onen: ...leiht ihrer...ihr... oder ...geteilt... = ...

Da sind zum zweiten grammatikalische Besonderheiten wie der Gebrauch des bestimmten und des unbe-
stimmten Artikels: Der Durchmesser eines Kreises betrdgt 5 cm. aber Die Punkte A, B liegen auf einem
Durchmesser des Kreises. — Die Kubikwurzel aus =27 ist -3. oder Eine Kubikwurzel aus -27 = -3.

Des Weiteren gibt es irreflihrende Simplifizierungen bei Schachtelfunktionen, wie z. B. Der geometrische
Ort aller Kreise, die durch P und Q gehen ist die Mittelsenkrechte von PQ (anstelle von Der geometrische
Ort der Mittelpunkte aller Kreise...) oder Die Anzahl der Kubikzahlen unterhalb Hundert ist kleiner als die
Quadratzahlen unterhalb Zwanzig (anstelle von .... kleiner als die der Quadratzahlen unterhalb Zwanzig).

SchlieBlich erwéhnt Wobe Kommafehler und andere Mehrdeutigkeiten. Beispiel: Es seien g und h zwei paralle-
le Geraden und A, B € g und C, D € h vier Punkte, so dass ABCD ein Trapez ist. bzw. ... vier Punkte so, dass
ABCD ein Trapez ist.

Auf hoherer Schulstufe kénnen die Schiler in einer eigenen Unterrichtseinheit fachliche Satze aussagenlogisch
analysieren. Beispiele:

Gegeben ist der Satz A: Wenn eine natiirliche Zahl gerade ist, so ist auch ihr Quadrat gerade. \Welche der

folgenden Sétze driicken logisch dasselbe aus wie Satz A?

*  Zu einer geraden natirlichen Zahl gehort eine gerade Quadratzahl.

* Damit eine natirliche Zahl gerade ist, muss notwendig ihr Quadrat gerade sein.

* Eine natlirliche Zahl ist genau dann gerade, wenn ihr Quadrat gerade ist.

* |st das Quadrat einer natirlichen Zahl nicht gerade, so ist die Zahl selbst nicht gerade.

* Jede gerade natlrliche Zahl hat ein gerades Quadrat.

* st das Quadrat einer natiurlichen Zahl gerade, so ist auch die Zahl selbst gerade.

Welche der folgenden Satze sind wahr bzw. zutreffend, wenn als Voraussetzung gilt, dass die Funktion f(x)

an der Stelle x stetig ist?

* Wenn sich x wenig &ndert, dann &ndert sich f (x) wenig.

*  Man kann |x — Xo| beliebig klein machen, deswegen wird aber |f (x) — f (Xo)| nicht gentigend klein.

* Zu jedem g > 0 gibt es ein 8 > 0, so dass fir alle x gilt:
X = Xo| <8 = |f (x) - f(xo)| <&

* Es gibt bei xo Anderungen von x um weniger als €, denen aber Anderungen von f (x) bei f (Xo) um min-
destens & entsprechen.

* S0 klein man |x - Xo| auch wahlt, stets gibt es eine bestimmte Schranke, die von |f (X) — f (Xg)| nicht unter-
schritten wird.

* Man kann einen beliebig kleinen positiven Wert ¢ vorgeben. Stets kann man dann dazu einen positiven
Wert & finden, so dass gilt: Wenn man die x-Werte um weniger als ¢ &ndert, dann andern sich die zugeho-
rigen Funktionswerte f (X) um weniger als .
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Wenn Satz A gilt, dann gilt auch Satz B. Welche der folgenden Formulierungen ist in der Bedeutung aquiva-
lent zu oben stehendem Satz (siehe SCHMIDT & WEISER, 1976, S. 153)?

* A gilt nur dann, wenn B gilt.

* Wenn A nicht gilt, dann auch nicht B.

* Wenn A gilt, dann auch B.

* Es ist nicht moglich, dass A gilt, B aber nicht.

* A gilt nur dann, wenn B gilt.

*  Genau dann, wenn A gilt, gilt auch B.

* Wenn B nicht gilt, dann gilt auch A nicht.

Oder die Schiiler beziehen alltagssprachliche auf fachsprachliche Logik, indem sie entsprechende ,,Uberset-
zungsiibungen* durchfiihren. Beispiele:

In der gewthnlichen Sprache kommen die Quantoren "es gibt mindestens ein" und "fur alle” meist versteckt
in Pronomina wie den folgenden vor: jemand, niemand, manchmal, immer, stellenweise, iiberall, simtliche,
irgendeiner, beliebig, jeder, man muss, man braucht nicht, etwas, ein, nichts, nie, irgendwann, stets, ... Prufe,
welcher Quantor jeweils enthalten ist.

(siehe FREUDENTHAL, 1973, S. 588).

Welche Quantoren verbergen sich jeweils in den folgenden Ausdriicken?

* Was lange wahrt, wird gut ...

* Da kannst du lange warten, ehe ...

* Das kann der starkste Mann nicht behaupten.

*  Dessen kann der dlteste Mann sich nicht erinnern.

* Es war immer jemand hier.

* Jemand war immer hier.

(siehe FREUDENTHAL, 1973, S. 511)

G € (x, t) bedeutet: im Augenblick t greife ich das Ding x.

S e (X, t) bedeutet: im Augenblick t sehe ich das Ding x.

t < t' bedeutet: t ist friher als t'.

Schreibe mit Hilfe dieser Symbole auf:

* Ich sehe immer etwas.

* Manchmal sehe ich nichts.

* Jedes Ding sehe ich irgendwann.

* Wenn ich etwas sehe, greife ich es sogleich.

(siehe FREUDENTHAL, 1973, S. 592).

X, Yy seien natlrliche Zahlen. x T y soll bedeuten: x ist Teiler von y. ¥ x soll bedeuten: fur alle x. 3 x soll

bedeuten: es gibt wenigstens ein x. Formuliere in gewdhnlicher Sprache und stelle den Wahrheitswert fest:

VX Vy XTy Vy3dx xTy Vvx3y xTy Jy vx xTy

Formuliere in der Fachsprache (benutze dabei Variablen und Quantoren):

* Wenn man irgendeine natirliche Zahl geniigend oft zu sich selber addiert, dann wird die Summe gréRer
als jede beliebig vorgegebene natiirliche Zahl. Auf der Zahlengeraden liegen zwischen zwei verschiede-
nen rationalen Zahlen stets noch weitere rationale Zahlen.

* Die Gleichung a + x = b ist im Bereich der rationalen Zahlen stets Igsbar.

Das Negieren von Sétzen bzw. der Umgang mit negierten Aussagen stellt nicht nur fur Schiiler, sondern vielfach
auch fir Erwachsene ein Problem dar. Daher empfiehlt MATHEWSON (1984) gesonderte Ubungen zu diesem
Thema. Die Schiiler sollten lernen, verneinte Séatze zu verstehen und selbst Satze zu verneinen. Dabei ist zu un-
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terscheiden zwischen Séatzen mit einstelligen und solchen mit zweistelligen Prédikaten (Fred ist gréfer als
Mark.), der Verneinung von Existenz- und Allaussagen (Zu zwei Bruchzahlen gibt es stets eine, die zwischen
diesen beiden liegt. bzw. Alle Zahlen, die durch zwei und drei teilbar sind, sind auch durch sechs teilbar.) sowie
Bedingungssatzen (z. B. Wenn ein Dreieck gleichschenklig ist, dann sind die Basiswinkel gleich grof.) Nicht
zuletzt erscheint die Frage interessant, was sich aus verneinten Bedingungssatzen schlieen lasst.
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